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vrij houden van het begrip maat, dan mogen we alleen de 
liniaal gebruiken) zal als geoorloofd worden beschouwd. 

Waar wij ons alleen met de vlakke meetkunde bezig 
zullen houden, kan elke beschouwing van het stereometrisch 
analogon der verkregen resultaten achterwege blijven, hoe 
interessant dit op zich zelf moge zijn. Alleen om het 
belangrijke theorema van Désargues te bewijzen zullen we 
gebruik moeten maken van stereometrische hulpmiddelen, 
hetgeen overigens de eenige uitzondering zal wezen. 

Zooals wel te verwachten is, liggen de begrippen punt, 
rechte en plat vlak, de meetk. grondelementen, weer ten 
grondslag aan onze redeneeringen. Daarnaast worden als 
nieuwe begrippen ingevoerd: de grondvormen puntenreeks, 
de enkelvoudig-oneindige verzameling van punten gelegen 
op een rechte, die dan de drager van de puntenreeks heet en 
de stralenbundel, de enkelvoudig-oneindige verzameling van 
lijnen, die door een punt gaan (de drager van den bundel). 

Als axioma's waarop onze bewijsvoeringen zullen steunen 
stellen we voorop: 

1°. Twee punten hebben steeds één en nooit meer dan 

één rechte gemeen. 

20, Twee rechten hebben steeds één en nooit meer dan 

één punt gemeen. 

Oogenschijnlijk valt op het tweede axioma wel het een 
en ander af te dingen: het geval dat de twee lijnen even- 
wijdig loopen wordt er over het hoofd gezien. In werke- 
lijkheid is dit niet zoo: In de projectieve meetkunde toch 
wordt geen onderscheid gemaakt tusschen gewone punten 
en lijnen en de punten en lijnen in het oneindige, tusschen 
eigenlijke en oneigenlijke elementen. ') Dit onderscheid 
valt dan ook in het vervolg weg, behalve waar het gaat 
om de practische toepassing bij het construeeren van 
figuren, waarbij het voor het teekenen van belang is dit 
onderscheid te maken. — De reden van het principieel op 
één lijn stellen der eigenlijke en oneigenlijke elementen 
is gelegen in het feit, dat door centrale projectie een punt 
in het oneindige toegevoegd wordt aan een gewoon punt, 


1) Voor de elementen in het oneindige, zie o.a. W. T, Jrg. 
13, Schuh, Grepen uit de Moderne Meetkunde I, No, 28 e. v‚ vo 
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zoodat de projectieve eigenschap doorgaat onverschillig 
of de punten en lijnen in de figuur eigenlijk of oneigen- 
lijk zijn. 

Aldus gezien is het tweede axioma volkomen correct en 
houdt het eerste axioma tevens in het bekende axioma 
van Euclides: door een punt buiten een rechte gaat steeds 
één en nooit meer dan één lijn // aan die rechte, immers 
dit axioma laat zich aldus formuleeren: een eigenlijk en 
een oneigenlijk punt hebben steeds één en nooit meer dan 
één rechte gemeen. 


2. Dualiteit. De beide hierboven gegeven axioma’s 
vertoonen groote overeenkomst: door verwisseling van de 
woorden punt en rechte gaat de een in de ander over. Een 
dergelijke overeenkomst bestaat er tusschen de begrippen 
puntenreeks: een enkelvoudig-oneindige verzameling van 
punten met een rechte als drager, en stralenbundel: een 
enkelvoudig-oneindige verzameling van rechten met een 
punt als drager. 

Deze overeenkomst heeft een verstrekkende beteekenis. 
Een bewijs van een eigenschap berust in laatste instantie 
op de axioma’s en de definities. Als nu zoowel de axioma’s 
als de definities door een dergelijke verwisseling het aan- 
zijn geven aan overeenkomstige andere axioma’s en defi- 
nities, dan leidt de bewijsvoering, waarin die verwisseling 
wordt doorgevoerd, van zelf tot een andere bewijsvoering, 
die goed is, omdat de eerste goed was en omdat alle ge- 
bruikte axioma's en definities voor die verwisseling vatbaar 
waren, en die voert tot een eigenschap, welke uit de oor- 
spronkelijke ook al weer door het uitvoeren der verwis- 
seling is af te leiden. 

Zoo kunnen we dus onder de hierboven gestelde voor- 
waarden bij elke eigenschap een overeenkomstige vinden, 
terwijl dan met het bewijzen van één dier stellingen ook 
de daarbij behoorende is bewezen. 

Hierbij valt nog op te merken, dat, waar we zoo even 
al aankondigden, hoe voor het bewijzen van het theorema 
van Désargues andere hulpmiddelen noodig waren, we 
daar niet zonder meer de overeenkomstige eigenschap 
als bewezen mogen aannemen. Die vereischt, juist omdat 
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het bewijs niet witsluitend steunt op de hier gegeven 
en nog te geven axioma's en definities, een zelfstandig 
bewijs. 

De overeenkomst tusschen de axioma's 1 en 2, tusschen 
de definities: punten reeks en stralenbundel, heet dualiteit 
ook wel dwaal verband. De axioma’s heeten duaal aan 
elkander toegevoegd. 

Het zal dus, om zoo productief mogelijk te zijn, nood- 
zakelijk wezen, bij elk nieuw te definieeren begrip het 
duaal daaraan toegevoegde te definieeren en bij elke eigen- 
schap de daaraan duale eigenschap te formuleeren. 

Ten einde het duale verband goed te doen uitkomen 
kunnen we trachten onze uitdrukkingen zoodanig te kiezen, 
dat een enkele verwisseling van de woorden punt en rechte 
voldoende is om van een eigenschap, een definitie of een 
bewijs voering tot de daaraan duale te geraken. Dit hebben 
we b.v. hierboven gedaan bij het formuleeren der beide 
onderling duale axioma’s. Dit zou echter tengevolge hebben 
dat we verwrongen uitdrukkingen moesten bezigen of 
nieuwe woorden moeten invoeren. Daarom merken we op, 
dat, behalve de woorden punt en rechte, puntenreeks en 
stralenbundel ook de volgende uitdrukkingen duaal aan 
elkaar zijn toegevoegd: de verbindingslijn van 2 punten, 
en het snijpunt van 2 lijnen; eenige lijnen gaan door een 
punt (zijn concurrent) en eenige punten liggen op een 
rechte (zijn colineair). 

Ten slotte kunnen we ook betreffende de notatie afspra- 
ken maken, die de duale omvorming vereenvoudigen. 
Worden punten aangegeven met de letters A, B, C, D .…. 
enz., dan geven we de lijnen aan met de letters a,b,c, d.. 
enz. De verbindingslijn van 2 punten door AB, het snijpunt 
van 2 lijnen door ab, enz 

Bij de analytische behandelingswijze van meetkundige 
kwesties geeft het gebruik maken van lijncoördinaten naast 
punteoördinaten ons gelegenheid om de duaal tegenover 
elkander staande eigenschappen gelijktijdig te behandelen. 
Het invoeren van lijncoördinaten geschiedt op de volgende 
wijze : 

Zij uw +vydwz=0 de vergelijking van een rechte in 
homogeen gemaakte Cartesische coördinaten of in drie- 
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hoekscoördinaten *), dan is de ligging van die lijn ondubbel- 
zinnig bepaald door de verhouding der grootheden u,v en 
w, juist zoo als de verhouding van drie grootheden z, y en z 
de ligging van een punt bepaalt. 

Verlaten we nu het enge standpunt dat ín den regel bij 
de elementaire analytische meetkunde ingenomen wordt, 
het standpunt, als zouden coördinaten uitsluitend dienen 
om de ligging van punten hetzij in het platte vlak, hetzij 
in de ruimte te bepalen, dan ligt het voor de hand de 
grootheden u, v en w de coördinaten van een lijn te noemen. 

Elke algebraïsche vergelijking kan nu op tweeërlei wijze 
worden geïnterpreteerd, al naar gelang we de verander- 
lijken beschouwen als punteoördinaten of als lijncoördina- 
ten en elke vergelijking brengt dus twee meetkundige 
betrekkingen aan het licht, die zich zoodanig verhouden, 
dat de rol in de eerste betrekking door de punten gespeeld, 
in de tweede door de lijnen wordt vervuld en omgekeerd. 

Inderdaad kunnen we zoo het verband hierboven tusschen 
enkele definities en axioma's als duaal verband vastgelegd, 
ook analytisch vastleggen : 

De vergelijking ADT Oe enen CT 
is die van een rechte beschouwd als drager der daarop 
gelegen punten: de puntenreeks dus. Dezelfde vergelijking 
in liĳncoördinaten (ter onderscheiding gebruiken we daar 
andere letters voor, ofschoon dit overigens niet eens noodig 
is). Au tBod- Cw =0r et oe tee (2) 
is die van een punt, beschouwd als drager der lijnen die 
door dat punt gaan: de stralenbundel dus. Immers, uit de 
definitie van lijncoördinaten volgt, dat alle waarden uz vj, 
en wy, die aan (2) voldoen coördinaten zijn van een rechte 
die door het punt gaat, waarvan de puntcoördinaten A, B 
en C zijn. 

Aldus blijkt het duale verband tusschen de puntenreeks 
en de stralenbundel. 

Het vraagstuk: de vergel. van de lijn te bepalen die 
door 2 p.p. (@,y, 2, en «ys 2,) gaat, dat op de bekende 
wijze voert tot de vergelijking: 


1) Daar we geen onderscheid maken tusschen eigenlijke en 
oneigenlijke elementen gebruiken we steeds homogene coördinaten. 
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We 
Dir =O AR) 
Lo Ya 22 
heeft als duaal daar tegen overstaand : de vergelijking van 
het punt te bepalen, dat op de beide lijnen (w,v,w, en 


Us Vs We) ligt. Een volkomen analoge redeneering voert tot 
dezelfde oplossing : 


u, v, W, 
Us Ui Dye 
Ug Vs Wz 

Immers: zij Au d-Bv 4-Cw=0 eN 


de vergelijking van het gevraagde punt, dan moeten w, 
v‚w, en wsv,wy aan die vergelijking voldoen daar die 
lijnen door het punt (5) gaan dus: 


Au, + Bv, +-Cw/ ==0 AE 

Aus 4- Bo, + Cw, =O EN 

Eliminatie van A,‚B en C uit (5), (6) en (7) voert tot (4). 
Li Yi Z1 

De voorwaarde |%:4Y:>22/=0 (8) die aangeeft dat drie 
%3 Y3 23 


punten colineair zijn geeft, gelezen in lijncoördinaten, aan 
dat drie lijnen concurrent zijn enz. 


3. Volledige n=hoeken en n=zijden. 


Te beginnen met dit onderdeel zullen we nu steeds bij 
het invoeren van nieuwe begrippen, de duaal daaraan toe- 
gevoegde er mee combineeren. 

Een volledige POD is de figuur die bestaat uit n Pen 


zijde 
…_ colineair 8 n (n —l) 
waarvan er geen drie —= zijnen hun BEND 


concurrent 

verbindingslijnen (zijden geheeten) 

snijpunten _ (hoekp. geheeten) 

hoeken 
zijden 


Van de volledige n- 


komen in het volgende voor 
hoek 

zijde’ 
we in de gewone meetkunde een driehoek hebben genoemd. 


de volledige drie die beide overeenkomen met wat 
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Toch handhaven we ter wille van het algemeen gebruik 
der duale omvorming het onderscheid ook in de notatie : 
de volledige driehoek ABC tegenover de volledige drie- 


zijde abe. Ook de volledige vier WOE zullen we herhaalde- 


jde 

lijk aantreffen. Deze heeft BROESD en 6 gaen Twee 
zijden hoekp. 

zijden 


heeten overstaand als ze niet beide door eenzelfde 
hoekp. „op 


hoekpunt gaan Het snijpunt 
zijde liggen ° De verbindingslijn 


van twee overstaande 


zijden diagonaalpunt E „Lehoek 
hoekp. heet Devon In een volledige vier zijde 
pj diagonaalpunten 

ZU diagonalen. 


Ter wille van het bewijs van het Theorema van Désar- 
gues voeren we hier ook het stereometrisch analogon van 
den volledigen n-hoek in, zonder ons te bemoeien met de 
daaraan duale figuur. 

Een volledige n-hoek in de ruimte is de figuur bestaande 


} ; 8 n(n —1) 
uit n-punten, waarvan er geen vier coplanair, hun 


12 
BA Gn 2) verbindingsvlakken. 


verbindingslijnen en hun 


4. Perspectieve verwantschap (of correspondentie ) 

Nagenoeg al de hier volgende beschouwing berusten op 
zekere bijzondere gevallen van meetkundige verwantschap 
(correspondentie),welk begrip zich als volgt laat definieeren : 

Twee figuren (beschouwd als m. p. van grondelementen, 
hetzij van dezelfde, hetzij van verschillende soort) zijn 
meetkundig verwant, indien er een vaste wet bestaat, die 
aan elk grondelement van de eene figuur een of meer 
grondelementen van de andere figuur toevoegt. Is de wet, 
die de verwantschap bepaalt van dien aard, dat aan elk 
element van de eene figuur steeds een maar nooit meer 
dan een van de andere is toegevoegd en omgekeerd dan 
heet de verwantschap één — éénduidig, ook wel weder- 
zijdsch eenduidig. 

De definitie van de bijzondere verwantschap, de perspec- 
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tieve, die in deze paragraaf zal worden besproken, ver- 
eischt de daaraan voorafgaande invoering der onderling 
duale meetkundige bewerkingen het projecteeren en snijden, 
die dank zij het wegvallen van het onderscheid tusschen 
eigenlijke en oneigenliĳke elementen in alle gevallen 
mogelijk zijn. 
punten A, B, Gm 
lijnen a, bso 
geprojecteerd van uit En punt P Hen het punt Pete 
gesneden door lijn p ’ de lin p te 
verbinden met alle punten A, B, C, … 
snijden met alle lijnen a, b, c‚.…. 
projecteerende figuur 
doorsnede 5 


wordt 


Een figuur bestaande uit de 


— de aldus ontstane 


P(A, B, CG.) 
plasb, ents 


wordt aangeduid door 


Hieruit volgt dat door projecteeren van uiteen gegeven 
punt uit een puntenreeks een stralenbundel ontstaat en 
door snijden met een gegeven lijn uit een stralenbundel 
puntenreeks A, B, C, D.... 
stralenbundel a, b, c, d… 


een puntenreeks. Zij gegeven een 


die door pn Ei Cat Buns E doet ontstaan de En 

snijden met een lijn p punten- 
bundel P(A, B, C,...…) ligt elk punt punten- 
_ reeks p(a, b, c‚…….) gaat elke lijn stralen- 
reeks A, B, C, D.... op één lijn van de stralenbundel 
bundel a, b, c‚ d.... door één punt van de puntenreeks 


EAB FO ED ee gaat elke liĳn van de 


en omgekeerd 25 


p(a, b, ce, d..……) ligt elk punt van de 
stralenbundel P(A, B, C, D....) door d punten 
puntenreeks p(a, b, ec, d....) op ee lijnen ee 


puntenreeks A, B, C, D.... 

stralenbundel a, b, c, d....” 
de stralenbundel als projecteerende figuur van een punten- 
reeks en die puntenreeks en tusschen de puntenreeks als 
doorsnee van een stralenbundel en die stralenbundel een 
één — éénduidige verwantschap vastgelegd : de perspectieve 
verwantschap. Het begrip perspectieve verwantschap laat 
zich ook uitbreiden tot grondvormen van dezelfde soort: 
puntenreeksen 
stralenbundels 


Hierdoor is er tusschen 


Zoo zijn twee perspectief verwant als ze 


u 


beide doorsneden Anet stralenbundel 
proj. figuren puntenreeks 
Voor perspectief gebruiken we hetteeken 7. Zoo kunnen 
we een korte recapitulatie geven van bovenstaande 
definities door te schrijven: 

L. ABCD... 7” P(ABCD...) duaal > abed A p(a, b‚e,d..…) 
waarin ABCD een puntenreeks.en abed... een stralen- 
bundel is. 

2. pla,b,e,d..:;) A q(a,b‚c,d...) duaal > P(A,B,C,D...) 
NORA Cr Dis 


In het laatste geval heet de drager van de 


bundel 
puntenreeks 

abed centrum 
ABCD … as — 


van perspectiviteit. 


5 Het theorema van Désargues. Deze stelling en het 
bewijs er van zullen we vooraf laten gaan door een be- 
spreking van de configuratie van Désargues. Een con- 
figuratie is een figuur bestaande uit punten en rechten 
en wel zoodanig dat door elk punt evenveel der rechten 
gaan en op elke rechte evenveel der punten liggen. ') 

De configuratie van Désargues ontstaat door snijding van 
een volledigen vijfhoek in de ruimte met een plat vlak dat 
niet door een der hoekpunten gaat — Zulk een volledige 

5DX4 


5-hoek telt We 10 ribben (de verbindingslijnen der 
hxa4x3 
hoekpunten twee aan twee) en ivan kehen 10 vlakken (de 


vlakken door de hoekpunten drie aan drie). De figuur, die 
ontstaat door snijding van den volledigen 5 hoek met een 
plat vlak, bestaat uit 10 punten (de doorsneden met de 
ribben) en 10 lijnen (de doorsneden met de vlakken). Men 
merke hierbij op, dat door het onderscheid tusschen eigen- 
lijke en oneigenlijke elementen te laten vallen we geen 
bijzondere gevallen hebben te onderscheiden als b.v. het 
snijvlak // loopt aan een ribbe van een vlak enz. 

Om aan te toonen, dat de figuur die ontstaat inderdaad 


1) Voor bijzondere configuraties, de begrippen configuratie 
schema en configuratie symbool zie Schuh, Grepen uit de Moderne 
Meetk. I, No. 52 e, v. v. 
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een configuratie is, toonen we aan, dat door elk punt drie 
lijnen gaan en op elke lijn drie punten liggen. Inderdaad 
door een ribbe van den volledigen 5-hoek in de ruimte 
gaan drie vlakken, die welke de ribbe verbinden met elk 
der drie overgebleven hoekpunten, hetgeen dus beteekent, 
dat in de doorsneê met het platte vlak door elk punt drie 
lijnen gaan. Verder liggen in elk vlak van den 5-hoek 
drie ribben, aangezien elk vlak door drie hoekpunten gaat, 
die onderling drie verbindingslijnen bezitten. Dit wil dus 
zeggen, dat in de doorsneê op elke lijn in de figuur drie 
punten liggen. — [Configuratiesymbool dus (103 10,)]. 

Noemen we nu (de lezer teekene zelf de figuur) de 5 
hoekpunten van den 5-hoek resp. O,, Os, A, Ben C, waarbij 
de keuze welke der 5 punten O, en O, zullen zijn geheel 
vrij is. De doorsneê van O, en O, met het vlak V heet O, 
die van O,A, O, Ben O,C resp A, B, en C‚, die van 
O, A, O, B en O,C resp. A,, B, en C, en die van AB, BC 
en CA resp. X, Y en Z. Zoo genoteerd bestaat de configu- 
ratie van Désargues uit twee driehoeken A‚B,C, en A,B,C, 
met de verbindingslijnen van de overeenkomstige hoek- 
punten, die alle door O gaan en de snijpunten der over- 
eenkomstige zijden: X, Y, Z, die op één rechte liggen. 

Bovenstaande beschouwingen leiden nu tot het theorema 
van Désargues: 

Van twee volledige driehoeken, zoo gelegen, dat de ver- 
bindingslijnen der overeenkomstige hoekpunten concurrent 
zijn, zijn de snijpunten der overeenkomstige zijden eolineair. 

Nemen we de figuur van zooeven, dan hebben we dus 
te bewijzen, dat X, Y en Z op één lijn liggen. Trek door 
O een willekeurige lijn niet in het vlak van teekening 
gelegen en neem daarop twee willekeurige punten O, en Os. 
Trek O,A, en O,A,, dan liggen die beide lijnen in een 
vlak, omdat O, A, en A, op een rechte liggen, en hebben 
dus een punt A gemeen. Zoo ook hebben O,B, en O,Bs 
een punt B en O,C, en O,C, een punt C gemeen. — De 
5 punten O,, O,, A, B en C kunnen opgevat worden als 
hoekpunten van een volledigen 5-hoek in de ruimte, die 
door elk plat vlak gesneden wordt volgens een configuratie 
van Désargues, in welke configuratie blijkens ’t hieraan 
voorafgegane X, Y en Z colineair zijn, w. t. b. w. 


13 


In 2 reeds is de noodzakelijkheid gebleken om de stelling 
duaal met die van Désargues afzonderlijk te bewijzen. 
Zij luidt: 

Van twee volledige driezijden, zoodanig gelegen, dat de 
snijpunten der overeenkomstige zijden colineair zijn, zijn 
de verbindingslijnen der overeenkomstige hoekpunten 
concurrent. *) 

Breng door de lijn XYZ een willekeurig vlak, dat niet 
samenvalt met het vlak van teekening. Kies in dat vlak 
3 punten A,‚ B en C, zoodanig dat A, B en X, B, C en Y 
C, A en Z ecolineair zijn (hiertoe kunnen we dus 2 punten 
willekeurig kiezen, waarna dan het derde volkomen be- 
paald is). Daar X ook colineair is met A, en B,, liggen 
AA, en BB, in een vlak en snijden dus elkaar, evenzoo 
AA, en CC, en BB, en CC,. De drie lijnen AA,, BB, en 
CC, snijden elkaar dus twee aan twee zonder in één vlak 
te liggen en hebben dus een punt O, gemeen. Evenzoo 
hebben de lijnen AA,, CC, en BB, een punt O, gemeen. 
De 5 punten O,, O,, A, B, C kunnen nu weer opgevat worden 
als hoekpunten van een volledigen 5-hoek in de ruimte, 
die het vlak van teekening snijdt volgens een configuratie 
van Désargues, waaruit volgt, dat de drie lijnen A,‚A;, 
BB, en C,C, concurrent zijn, w. t. b. w. 

Een bijzonder geval van het bewijs der eerste eigenschap 
ontstaat, wanneer we de lijn O,0O, | op het vlak van 
teekening aanbrengen en het oneigenlijke punt van die lijn 
tot O, kiezen, dan wordt ABC de doorsnee van het tetraeder 
O,A,B,C, met een vlak, dat het vlak A,B,C, snijdt vol- 
gens XYZ en A, B, C, de projectie daarvan op dat vlak. 
Deze figuur wordt vaak gebruikt om het theorema van 
Désargues te bewijzen. 

Ten slotte nog de opmerking, dat waar in het bovenstaande 
de punten O, X, Y en Z een andere rol spelen dan A,‚,B,, 
C,‚ en A‚, B, C, en dit met de regelmatigheid der con- 
figuratie schijnbaar in strijd is, deze tegenstrijdigheid toch 


1) We zouden bij dit bewijs ook van een duale notatie gebruik 
kunnen maken, door de zijden der driehoeken a, 5,c,..…. en 
a, bz Cz te noemen enz, maar daar door het gebruik maken van 
stereometrische beschouwingen het planimetrisch duaal verband 
toch al verbroken is, laten we dit hier na. 
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in werkelijkheid niet bestaat. We kunnen elk punt der 
configuratie O noemen en elke drie colineaire punten X, Y 
en Z, mits OX, OY en OZ geen lijnen der configuratie zijn. 
De lezer zoeke dan zelf naar de beide driehoeken. 


Toepassingen. 

1. Als twee tetraeders zoo gelegen zijn dat de lijnen, die 
de overeenk. hoekp. verbinden door een punt gaan, 
liggen de snijpunten der overeenk. ribben in een vlak. 


2. In een volledigen vierhoek ligt de driehoek gevormd 
door de 3 diagonaal punten zoodanig t. o. v. elk der 
driehoeken die 3 der 4 hoekpunten van den volledigen 
vierhoek tot hoekpunt hebben, dat de verbinding 
lijnen der overeenkomstige hoekpunten concurent zijn. 
Zoek in de figuur de punten O en X, Y en Z voor 
elk stel driehoeken. 

Beschouw de duale figuur ! 

Met behulp van de stelling van Desargues en de duaal 

daar aan toegevoegde kan nu bewezen worden : 


Wanneer twee volledige SEG zoo geplaatst zijn, 
vierzijden 


6 snijpunten der paren overeenkomstige zijden 
6 verbindingslijnen der paren overeenk. hoekp. 
er z _Celineair Ahr arreste het 6e colineair 
concurrent de concurrent 
overige. 


… ABCD en A,B‚C,D, 4 
Zij niee en de beide volledige 


AR rip elk: snijpunten 

NER verbindingslijnen 

AB en A‚B,, AC en A‚C,, AD en A‚D,, BC en B‚C,, 

ab en a,b, ac en a,c,, ad en a A be en b‚c,, 
EEE Et EEG dan is gegeven dat 
bd en b‚d,, cd en c‚d, k 

P,Q,‚R, Sen T op een rechte o liggen 

Pp, 9, r‚ s en t door een punt O gaan 

U op o ligt. 

ores od: ©) ES 


dat van de 


met de 5 


vierhoeken 
vierzijden 


en respectievelijk van 


en wordt gevraagd, dat 
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hoeken ABC en A,B,C, 
zijden abc en a;bic, 
snijpunten zijden colineair 
verbindingslijnen hoekpunten concurrent 
AA,, BB, en CC, gaan door punt K 0 
= ke ee . Op de- 
aa,, bb, en cc, liggen op lijn k 
AA,, BB, en DD, concurrent 
ad, bb, en dd, colineair 
het punt K 


aangezien — rs jn % bepaald 


De drie 


liggen zoodanig, dat de 


der overeenk. 


zijn dus 


zelfde wijze toont men aan, dat 


zijn d. w.z. ook door K gaan 
zijn d. w.z. ookopk liggen’ 
p snijding AA, en BB, 
is door de Serpinding 2 va, en bb, 
hoeken BCD en B‚C,D, 
zijden bed en b‚c,d, 

verbindingslijnen 
zijden co- 


snijpunten 
current zijn . BB,, CC, en DD, gaan door K 
Jneair zijn 'PROPS Tp ce, en dd, liggen op k dus de 
snijpunten zijden 
verbindingslijnen hoekpunten 
punten S,T,U … colineair U ligt op 
lijnen 54u 7“ concurrent u gaat door 
jn 5, b Ss 
S, T, d.i, o 
s,t,d.i.O 


Hieruit volgt, dat 


de drie - zoodanig liggen, dat de 


der overeenkomstige hoekpunten _con- 


dat 


der overeenkomstige 


zijn de 


w.t b. w. 


zij abed wb 
zijden vierhoek _op p 
hoekpunten van den volledigen ZE bepalen ETD 
punten p gaat door de snijpunten 
stralen’ P ligt op de verbindings- 
van 2 paar overstaande zijden d. í. dus verbindingslijn van 2 


lijnen van 2 paar overstaande hoekp. d. í. dus snijpunt van 2 


een 6-tal 


Alleen, indien 


diagonaalpunten , „ punten 
diagonalen _ \* gaat dit enjen Otal over in een 
punten punten 


viertal heet harmonisch, 


Bi alen 4-tal. Een dergelijk BTen 


(Men merke op hoe harmonische ligging hier gedefinieerd 
wordt zonder het begrip maat.) Zij b.v. in den volledigen 
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vierhoek ') ABCD het snijpunt van AB en CD X, dat van 
AD en BC Y en ontmoet de lijn X Y AC in P en BD in Q, 
dan vormen de punten XP YQ een harmonisch punten- 
viertal. In de eerste plaats willen we nu bewijzen dat de 
2 punten X en Y door elk waarvan 2 zijden van den vier- 
hoek gaan, door de andere punten P en Q gescheiden 
worden, d. w.z. dat één en niet meer dan één der punten 
P en Q tusschen X en Y liggen. (Teeken de figuur zóó 
dat P tusschen X en Y ligt. Zet bij het derde diagonaal- 
punt een Z.) Projecteeren we dan van uit A het punten- 
viertal XPYQ en snijden de projecteerende figuur met BD 
dan ontstaat in de aangegeven volgorde BZ4DQ. Projec- 
teeren we het vanuit C en snijden de projecteerende figuur 
met BD dan ontstaat het puntenviertal DZB Q. Indien nu 
X niet van Y maar van b.v. P door de 2 andere punten 
gescheiden was dan zou in B4DGQ B van Z gescheiden 
zijn en in DZBQ D van ZZ. Aangezien nu Z niet tegelijker 
tijd van D en van B gescheiden kan zijn voert deze ver- 
onderstelling tot een ongerijmdheid. Even zoo die, dat X 
van Q gescheiden is, waaruit volgt dat X van Y ge- 
scheiden is. 

Men zegt dan ook wel, dat X en Y harmonisch geschei- 
den zijn door P en Q of, dat Q, harmonisch toegevoegd is 
aan P, t.o. v. X en Y. 

Verder kunnen we bewijzen dat als gege ven zijn X, P en 
Y er steeds een en niet meer dan één punt is dat har- 
monisch toegevoegd is aan P t.o.v. X en Y. Immers, we 
kunnen door X en Y ieder een lijn trekken, die elkaar in 
Á ontmoeten. Trekken we door Y nog een lijn die XA in 
B snijdt, snijden we AP met YB in C en trekken XC, die 
Y in D ontmoet, dan zal BD op XY een 4e punt Q 
bepalen en ingevolge de slotstelling uit 5 steeds hetzelfde, 
want twee op de hierboven aangegeven wijze ontstane 
volledige vierhoeken zijn dan zoodanig gelegen, dat 5 der 
6 snijpunten van twee overeenkomstige zijden colineair 


t) Den lezer wordt de duale aanvulling van het volgende over- 
gelaten. Die zal dus voeren tot analoge resultaten voor de hart- 
monische stralenviertallen, Men bedenke, dat invoering van duale 
notatie, het duaal omvormen van het bewijs zeer vereenvoudigt; 
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zijn, zoodat alle 6 snijpunten colineair zullen zijn, BD 
en B‚D, ontmoeten elkaar op XY, BD en B‚D, bepalen 
dus op XY steeds hetzelfde 4e punt Q. 

Bij de definitie van harmonisch puntenviertal speelden 
de punten X en Y onderling dezelfde rol, ook de punten 
P en Q. Daaruit volgt, dat verwisseling dier punten het 
harmonisch verband niet verstoort. Dus behalve XPYQ, 
zijn ook YPXQ, YQXP en XQYP harmonische punt vier- 
tallen. Tusschen het paar X en Y eenerzijds en het paar 
P en Q anderzijds was wel verschil: in X en Y kwamen 
twee zijden van den volledigen vierhoek samen. Echter 
dit onderscheid is niet essentieel. Trekken we in boven- 
staande figuur, XZ die BC in E en AD in F' snijdt en YZ, 
die AB in G en CD in H snijdt. Bezien we nu den volle- 
digen vierhoek BGZE, dan moet GE door P gaan. Evenzoo 
bewijst men, dat FH door P gaat, en dat GF en EH door 
Q, gaan, dus de volledige vierhoek GEHF, die Z, P en Q, 
tot diagonaal punten heeft, bepaalt op PQ, het harmonisch 
puntenviertal Q, Y, P, X, waaruit volgt, dat inderdaad 
vervanging van het eene paar P en Q door het andere 
X en Y geoorloofd is. Met behulp hiervan leiden we uit 
XPYQ af PXQY, die door verwisseling van P met Q en 
van X met Y weer tot 3 andere harmonische puntviertal- 
len voert. 

Ten slotte bewijzen we het stellingenpaar : 

De B LEU van een harmonisch Peen 

oorsneê stralen 

stralen 
unten 
eerste dezer eigenschappen (de lezer zoeke het duale be wijs). 

Zij gegeven een harmonisch puntenviertal XPYQ eneen 
punt S, te bewijzen dat SX, SP, SY, SQ een harmonisch 
stralen viertal is. Trek door Y een willekeurige lijn, die 
PS in A snijdt. Trek XA, die QS in B snijdt. Trek YB, die 
PS in C snijdt en zet bij het snijpunt van YA met QS de 
letter D. Daar gaan twee der zijden van den volledigen 
vierhoek ABCD door Y, een door Q, een door P en een 
door X, dus de 6e (CD) gaat ook door X aangezien XPYQ, 
een harmonisch viertal is Echter ABCD laat zich ook be- 
schouwen als volledige vierzij, met als zijden: AB, BC, CD 

Wiskundig Tijdschrift, 17e Jaargang. 2 


viertal is een harmonisch viertal. Bewijzen we de 
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en DA en als 6 hoekpunten A, B,C,D, Y en X. Verbinden 
we dus het snijpunt S der diagonalen AC en BD met de 
hoekpunten dan ontstaat een harmonisch stralen viertal SX, 
SP, SY, SQ w. t. b. w. Uit deze beide laatste eigenschappen 
volgt onmiddellik: 

Als twee grondvormen hetzij van verschillende, hetzij 
van dezelfde soort, perspectief zijn, dan correspondeeren 
met 4 harmonisch gelegen elementen van den een 4 har- 
monisch gelegen elementen van den ander. 


{. Projectieve verwantschap. 

Als van een reeks van elkaar verschillende grondvormen 
d, dz-.-.d, hetzij van dezelfde soort of niet, elke met 
zijn volgende (en dus ook met zijn voorgaande) perspectief 
is, bestaat er tusschen 2 willekeurig uit deze reeks 
gekozen grondvormen wier indices meer dan een *) ver- 
schillen een een-eenduidige ELEN: de projectieve 
genoemd (teeken n), 

dus uit a, n 4s A As Ads A---.AAn volgt az n aj als 
L_k)1. 


Voorbeelden. Ter illustratie dienen de volgende voor- 
beelden : 

Zij gegeven een rechte ! als drager van een puntenreeks 
A, B, C, D,... Deze puntenreeks projecteeren we uit een 
punt O buiten /, daarna snijden we de stralenbundel O 
(A, B, C...) met een rechte k, waardoor de puntenreeks A’ 
B CD’... op k ontstaat. Deze Pr we uit een 
punt O’ en snijden de bundel O’(A’B’C’D’...) met een 
3e rechte m waardoor de puntenreeks A” B’ CED 
ontstaat. Nu is 

(ABCD...) nO(ABCD...) nn (A/BCD’...) 
O’ (A’B'C’D’ De ) A (AVB ACER El 

Nu bestaat er een projectieve verwantschap dus tusschen 
de puntenreeks (ABCD...) en de puntenreeks (A”/B”C”D”,.), 


1) Als alle opeenvolgende grondvormen van dezelfde soort zijn, 
anders leze men hier twee, Vergelijk het hieronder gegeven 
voorbeeld. Men kan ook de voorwaarde /— ZX) 1 weglaten en 
dus de perspectieve verwantschap ook als een bijzonder geval van 
de projectieve beschouwen. 
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ook tusschen de puntenreeks (ABCD...) en de stralen- 
bundel O0’ (A/B'C’D’ .….) of tusschen de bundel O (ABCD...) 
en de puntenreeks (A/B/C’D”...) Snijden we nu de bundel 
0’ (A/B'C’D’...) met de oorspronkelijke rechte /, dan ontstaat 
op l een tweede puntenreeks (A”/B”/C”/D'”.. }) die projec- 
tief is met de eerste (ABCD...) 

Puntenreeksen die eenzelfden drager hebben heeten 
collocaal. In het algemeen zal A op l van A’/ verschillen, 
evenzoo B van B’’ (zie de figuur); toch zijn er in de figuur 
direct twee aan elkaar toegevoegde elementen der beide 
collocale puntenreeksen aan te wijzen, die samenvallen 
(dekelementen) en wel: 1°. het snijpunt van ! met OO’. Snijdt 
die lijn lin K,‚ dan wordt K’”/ gevonden door OK te snijden 
met k, waardoor het snijpunt K’ ontstaat en O’K’ weer te 
snijden met /. Daar echter OK en O’K’ samenvallen, zal 
K samenvallen met K’/, 2°. het punt waar l en k elkaar 
snijden. Noemen we dat punt, beschouwd als punt van de 
eerste puntenreeks (drager !) H,‚ dan vinden we H’/ door 
OH te snijden met ks; dat snijpunt is het punt H zelf, 
H te verbinden met O’ en O’H te snijden met !, waaruit 
volgt, dat H en H’/ samenvallen. — De vraag, hoeveel 
dekelementen twee collocale projectieve puntenreeksen 
hoogstens kunnen bezitten, wordt later behandeld. 

Den lezer zij het overgelaten dit voorbeeld duaal om te 
vormen door uit te gaan van een stralenbundel (a, b, c‚, d. 
drager L, die gesneden wordt door een rechte o, de pun- 
tenreeks o(a,b,c,d) wordt geprojecteerd uit een punt K 
enz. — Hij zoeke ook te teekenen twee collocale stralen- 
bundels en hun voor de hand liggende beide dekelementen. 

De slotconclusie uit 6 voert ons tot het volgende: 

Als twee grondvormen hetzij van verschillende, hetzij 
van dezelfde soort projectief zijn, dan correspondeeren 
4 harmonisch gelegen elementen uit de eene met 4 har- 
monisch gelegen elementen uit de andere. 

(Wordt vervolgd.) 
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De deelbaarheid der onevene getallen, 


DOOR 
R. H. F. SIKKES (Velp). 
(Vervolg van Jaargang XVI, bladz. 233). 


S1. Wij beginnen dus weder met de 7 en stellen dan 
gemakkelijk de tabel samen (DAI), op volgende wijze. 


Tabel DAI. 
4 STOOT ED ed (OX1HDedv 
UI == 1 KT TEE of (LX HD ed v 
189 ZTR 1D St (2XTHDedv 
259 =T X31:26 Xe Fo (3-1 Hb) eskan 
enz, 

Al deze formules moeten eigen zijn aan de 7, want het 
is van alle getallen de gemeenschappelijke factor, en de 
opvolgende formules verschillen van elkander 7e, zoodat 
de uitkomst altijd dezelfde is, welke formule ook op een 
getal wordt toegepast. Daar nu deze tabel eveneens naar 
verkiezing kan worden voortgezet, kunnen wij zeggen, dat 
ook het aantal positieve formules van de 7 onbegrensd is. 


S 2. Onze beschouwingen omtrent de 17 zijn van gelijken 
AA Wij verkrijgen bij verlenging van Tabel A daaruit 
het volgende overzigt. (Tabel DAZ.) 


Tabel DA2. 
119 ZU KOT te F0 (OXI +12) e Hv 
28 =DE B £ (LX IT +1) e Hv 
459 = 11 X 21:46 Xe tv k (2X IT HI e dv 
629 = 11 X 31:63 Xe dv (BX 11+ 1e ® 
enz. 

Om de bekende redenen moeten al deze formules, die 
onderling 1 X 17e van elkander verschillen, voor de 17 geldig 
zijn. En daar deze tabel naar goedvinden kan worden 
voortgezet, komen wij tot het besluit, dat ook van de 17 
het aantal positieve formules oneindig groot is. 


83. Zoo zouden we kunnen voortgaan en aan onze 
tabellen die van de 27-, 37-vouden enz. der 7-getallen toe- 
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voegen, maar ook zonder dat mogen we nu reeds met 
zekerheid zeggen: 

Van alle 7-getallen is ook het aantal positieve formules 
oneindig groot. 


HI De nevenformules der 9-getailen. 


Wanneer wij op gelijksoortige wijze, als we dit bij de 
3- en 7-getallen deden, een onderzoek instellen bij de 
9-getallen, dan zien we, dat ook hier nevenformules voor- 
komen, in weerwil van de zelfstandigheid hunner grond- 
formules. 

Wij gaan daartoe uit van Tabel A en noemen, omdat we 
daarin eveneens met de 9-getallen te doen hebben, de 
tabellen hier in het algemeen AA, en onderscheiden ze 
weer als AAI, AA2, enz., naarmate wij de nevenformules 
van 9, 19, enz. opsporen. 


S 1. Wij beginnen natuurlijk weer met het laagste getal, 
de 9; en dit weder als 09 aan het hoofd plaatsende, krijgen 
we in Tabel AAI een gemakkelijk overzigt. 


Tabel AAI. 
OI= I.X Ol: 1e edu (OXI HDetv 
99 =IX11:10 Xe v of (1X9 4 Dev 
Ek GO BN AED in (2X9HDet-v 
219 =IX 31:28 Xe dv (BXI + Dev 
enz. 

Uit deze voorstelling, die met de bovenstaanden analoog 
is, leiden wij teregt af, dat alle hier genoemde formules 
eigen moeten zijn aan de 9, daar dit van al deze getallen 
de gemeenschappelijke factor is en de formules telkens 
met 9 Xe toenemen. Daar nu ook deze tabel steeds kan 
worden voortgezet, kunnen we aannemen, dat het aantal 
positieve nevenformules van de 9 oneindig groot is. 


S 2, Met de 19 is het niet anders gesteld, ’t geen ons 
duidelijker zal worden, wanneer wij weder op dezelfde 
wijze eene tabel maken met de 19 als gemeenschappelijken 
factor (Tabel AA2). Deze tabel zegt ons, dat al deze for- 
mules, eigen aan de opeenvolgende veelvouden van 19, 
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Tabel AA2. 


19 =19 Xx Ol: 2 Xed-v (O Xx 19 + De dv 

09191: Kete fp AXI9HDeto 

399 =19X21:40 xev © (QAx194Dedv 

589 — 19 X 31:59 Xe dv (BX 19 Dev 
enz. 


natuurlijk eveneens aan de 19 eigen moeten zijn. En daar 
ook deze tabel eindeloos is, kan het niet anders, of het aantal 
positieve nevenformules van de 19 moet onbegrensd zijn. 


S3. Op dezelfde wijze kunnen we van de 29, 39, enz. 
dergelijke tabellen maken, maar verkrijgen steeds hetzelfde 
resultaat, zoodat we veilig kunnen aannemen : 

Van alle 9-getallen is het aantal positive nevenformules 
oneindig groot. 


Zelfs de negatieve formules ontbreken bij onze 9-getallen 
niet. Dit zal ons duidelijk worden bij de beschouwing 
hunner op 1 eindigende veelvouden; wij ontleenen daartoe 
de formules dus aan Tabel B, blz. 3. 

Wij noemen de volgende tabellen hier daarom in het 
algemeen AB; en naarmate wij te doen hebben met de 
veelvouden van 9, 19, enz., onderscheiden wij de tabellen 
weder als ABI, AB2, enz. 


S 1. Wij beginnen natuurlijk weder met de 9, en nemen 
uit de verlengde Tabel B derhalve de 9-vouden der 9-ge- 
tallen over (Tabel ABI). 


Tabel ABI. 
Sl D KROON O xev 


MUSI KMO ATR of (1 xX9IHDe—-v 
261 =9 Xx 29:26 Xe —v (2XIHDe-v 
351 —=9 Xx 39:35 X e —v (B XI Se —v 


enz. 


De formules dezer getallen moeten dus weder allen aan 
de 9 eigen zijn. Dit blijkt ook, als wij overwegen, dat hunne 
verschillen telkens 9 xe bedragen, en dat dit verschilook 
bestaat tusschen de eerste formule hier (8 x e—v) en die 
van Tabel AAI (1 Xe + v). 
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En daar deze tabel steeds kan worden voortgezet, moet 
het aantal negatieve formules van de 9 oneindig groot zijn. 


S 2. Met de 19 is hetzelfde het geval, zooals ons duide- 
lijk wordt bij eene gelijke overweging, als we in $ 1 voor 
de 9 maakten, en ons uit Tabel AB2 blijkt. 


Tabel AB2. 


171 =19 Xx 09:17 Xe—-v (OX 19 41e —v 

361 IJ X 19:56 Xe —v 4 (1 X 19 + 1De —v 

55l=19X29:55Xe-v (2X19H1De —-v 

141 =19X 39:14 Xe-v (BX 19 H1De—v 
enz. 


Ook deze tabel kan naar verkiezing worden voortgezet 
en wij kunnen dus zeggen: 

Van de 19 is eveneens het aantal negatieve formules 
oneindig groot. 


S 3. Zoo zouden we van andere 9-getallen op dezelfde 
wijze tabellen kunnen maken, die steeds hetzelfde resul- 
taat zouden opleveren. Als zeker kunnen wij dus aannemen: 

Van alle 9-getallen is ook het aantal negatieve formules 
oneindig groot. 


IV. De nevenformules der t-getallen. 


Ten slotte blijft ons nog het onderzoek over betreffende 
de nevenformules der 1-getallen, dat ons niet moeijelijk zal 
vallen, wanneer wij daarop maar de tot nog toe gevolgde 
handelwijze toepassen. 

De negatieve formules ontleenen wij aan Tabel B (blz. 
227) en noemen de tabellen, die ons daarvan nu een over- 
zigt zullen geven, in het algemeen BB, wijl wij hier de 
formules der 1-getallen ook aan de 1-getallen ontleenen. 
Naarmate wij nu het getal 11, 21, enz. behandelen, noemen wij 
de tabellen BB1, BB2, enz. 


S1. Wij beginnen dus met de 11, het kleinste der 1- 
getallen en verkrijgen dan gemakkelijk het overzigt, zooals 
Tabel BB1 ons te zien geeft. 
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Tabel BB1. 


ISM X OIS A1 X 8 0 (ET (OP 
ZL X IL: 18e en of (1 XA + Dev 


231 =11 X 21:23 Xe —v (2X 114 De—v 
341 =11l X 31:34 X e—v (B Xx 114 Dev 
enz. 


Om de reeds meer genoemde redenen zijn al deze for- 
mules, behalve aan het eigene grondgetal (volgens Tabel 
B), ook eigen aan de 11, zoodat wij, wijl ook deze tabel 
maar steeds kan worden voortgezet, kunnen zeggen: Het 
aantal negatieve formules van de 11 is oneindig groot. 


S 2. Met het getal 21 is het evenzoo gesteld, zooals uit 
Tabel BB2 blijkt. 


Tabel BB2. 


2 =21 X01: 2Xe—-v(!) (OX21H De —v(!) 

VO 21 EL 25 Ke og AX AA De— vw 

441 =21 X 21:44 Xe (2x 21e v 

651 = 21 XxX 31:65 X e—v (3 x 21 + De —v 
enz. 


Om dezelfde redenen, als boven reeds herhaaldelijk ver- 
meld, en wijl aan de mogelijkheid van voortzetting ook 
dezer tabel geen einde komt, kunnen we ook hier zeggen : 

Het aantal negatieve formules van de 21 is oneindig groot. 


$ 3. Zoo zouden we natuurlijk kunnen voortgaan en 
tabellen maken van de volgende 1-getallen, maar dat is 
overbodig, want met zekerheid kunnen we nu wel reeds 
zeggen: 

Van alle 1-getallen is het aantal negatieve formules onein- 
dig groot. 


Eindelijk blijft nog de vraag over, of de 1-getallen ook 
positieve formules bezitten. Ter beantwoording daarvan 
zullen we die moeten ontleenen aan de op 9 eindigende 
veelvouden der 1-getallen, d. w.z., we moeten ze opsporen 
uit Tabel A 


(1) Of omgekeerd 
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De hier volgende tabellen noemen we dus in het algemeen 
BA: B, omdat zij de formules der 1-getallen betreffen, en 
A, omdat de formules aan Tabel A (blz. 225) zijn ontleend. 
Verder onderscheiden wij de tabellen weder als BAI, BA2, 
enz, naarmate zij de formules van de getallen 11, 21, enz. 
bevatten. 


S1. Wij beginnen dus weder met de veelvouden van 
het kleinste 1-getal, en verkrijgen dan de volgende 
tabel (BAI). 

Tabel BAL. 
911 X 09:10 Xe v (OX 1 +10) ev 
AR AGED e of (LIL + 10) e + vw 
3l9= 11 X 29:32 Xe dv (21 10e Hv 
429 =11 X 39:43 Xe dv (BXL + 10e tv 
enz. 

Ook hier moeten van al deze getallen de formules eigen 
zijn aan den gemeenschappelijken factor 11; en met het 
oog op de mogelijkheid van onbegrensde voortzetting der 
tabel kunnen we dus zeker zeggen: 

Het aantal positieve formules van de 11 is oneindig groot. 


S 2. Met het volgende getal, de 21, komen we tot hetzelfde 
resultaat, zooals Tabel BA2 ons doet zien. 


Tabel BA2, 
1892009719 Ke tv (OX 21 +19) e Hv 
3002119: 40 Het w of (LX 21 + 19)e + w 
GOOS 29:61 Xe tv (2X21 41e dv 
819 =21 X 39:82 Xe dv (BX 21 +19je +v 
enz. 

Al deze formules (die telkens ?2le van elkander verschil- 
len), moeten dus eigen zijn aan de 21, als zijnde dit de 
gemeenschappelijke deeler. En wegens de eindeloosheid 
der tabel is dus zonder eenigen twijfel: 

Het aantal positieve nevenformules van de 21 is onein- 
dig groot. 


S 3. Ook hier zouden wij de rij der tabellen kunnen 
voortzetten, wat echter vrij overbodig is, daar wij steeds 
tot hetzelfde resultaat moeten komen. Wij kunnen dus 
zonder bezwaar aannemen : 
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Van alle 1-getallen is ook het aantal positieve formules 
oneindig groot. 


En het bovenstaande in het kort zamenvattende : 
Van alle 1-, 8-, 7- en 9-getallen is het aantal positieve en 
negatieve formules oneindig groot. 


Algemeen overzigt der formules. 


Ter vergemakkelijking zullen we nu de bovenstaande 
reeksen zamenvoegen. Het getal, waarop de formules toe- 
passelijk zijn, plaatsen wij boven de reeksen, en verkrijgen 
dan het volgende overzigt, waaraan de verdere getallen 
ad libitum kunnen worden toegevoegd en dat ook voor 
elke reeks tot in het oneindige kan worden voortgezet. 
Bij de 3- en 9-getallen noemen wij het eerst de positieve, 
bij de 7- en 1-getallen het eerst de negatieve formules; 
en overal stellen wij v voorop. 


3 7 9 
vd le v— Ze v— Ze vt be vd le v — 8e 
vd de v— De v— Je vt 12e v+-10e v_— le 
vd 1e v — 8e v_—l6e vt 19e vt 19e v— 2e 
vt-10e wv —1le v_—_ 2de v We vd 28e v — 35e 
enz. enz. enz. enz. enz. enz. 


11 13 17 
v— le wv 10e vi 4e v— He v— De vt 12e 
v_—_l2e vJ2le vh lie v— 22e v_—2e v 29e 
v_—_23e v Je vd 30e v— HDe v—3de v + 46e 
v_— de vt 43e v-43e v— 48e v_—_bbe vJ 63e 
enz. enz. enz. enz. enz. enz. 


19 21 
vt 2e v— Me v— Ze vt 19e 
vJ-2le v —3be v_—23e vt 40e 
v-40e v—5he v 44e v +- ble 
vt-bde v — 14e v_—_b6be vJ- 82e 
enz. enz. enz. enz. 


enz. enz. enz. enz. 
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Graphische voorstelling der formules 

Wij kunnen deze formules ook aanschouwelijk voorstellen, 
door ze in teekening te brengen. (Fig. 1). 

In deze figuur hebben wij vooreerst in het midden een 
horizontale lijn O—O0, die wij de linie zouden kunnen noemen. 
Op gelijke afstanden daarvan zijn boven en beneden deze 
lijn eveneens horizontale lijnen getrokken, boven voor de 
positieve, beneden voor de negatieve formules. Deze lijnen 
zijn vanaf de linie opvolgend genummerd, gemakshalve 


+ 50 ® & © © ® EN © © mi 
ne Ee zen 

iid ne +40 
ee EE 50 
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== E 0 
Ann ne == 0 
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alleen voor de tientallen, die bovendien door een dikkere 
streep zijn aangeduid. Deze horizontale lijnen geven in de 
formules het bedrag van het eindcijfer e aan. 

De verticale lijnen zijn die der onevene getallen, die aan 
den voet der lijnen zijn geplaatst. Op elke verticale lijn 
bevindt zich één cirkeltje; dit duidt de plaats aan van de 
grond-formules, terwijl op de plaatsen der neven-formules 
puntjes zijn aangebracht. Van alle merkteekenen is op 
elke lijn het cirkeltje het digtst bij de linie. 
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UI. Toepassing en nadere beschouwing van eenige formules. 


Voor het meerendeel hebben de gevondene formules 
slechts theoretische waarde, want, overgaande tot de prak- 
tijk, d.í. tot het onderzoek naar de deelbaarheid van eenig 
getal door middel der formules, ligt het voor de hand, dat 
men alleen van de kleinste formules gebruik maakt, welker 
plaats door het cirkeltje in onze figuur wordt aangeduid, 
daar het gebruik van grootere geen zin zou hebben, als 
er kleinere bestaan. En wijl van de grootere getallen ook 
de formules over het algemeen steeds grooter worden en 
daarom de toepassing daarvan meestal steeds lastiger, Ì) 
komen over het algemeen slechts de formules van de 
kleinere getallen voor dat onderzoek in aanmerking. Een 
uitzondering op dezen regel vormen die getallen, die een 
hoofd- of nevenformule hebben als » + 10e, v + 20e, enz. of 
vt 100e, v + 20Ce enz., m. a. w. die grondgetallen, in welker 
lijn het cirkeltje of een puntje voorkomt op een der tiental-, 
honderdtallijnen, enz, vooral wanneer dit op een der 
kleineren daarvan geschiedt. 

Eenige voorbeelden mogen dit ophelderen. 


8. 
Om te onderzoeken, of een gegeven getal deelbaar is, 
en zoo ja, door welke getallen °), beginnen wij dus met de 3. 
Bij toepassing der formule v +l1le tellen wij derhalve 
telkens het eindcijfer bij v op. Maar wijl in onze algemeene 
tabel (blz. 26) onder de positieve formules der 3 voorkomt: 
vt 10e, en bij verdere voortzetting daarvan eveneens 
vt 100e, v + 1000e enz. wordt gevonden (en dienovereen- 
komstig in Fig. l op de lijn der 3 een puntje staat op de 
lijn + 10, en insgelijks moet staan op de lijnen + 100, + 1000, 
enz.), volgt daaruit, dat het er niets toe doet, waar ter 
plaatse wij het eindcijfer e bij v, het voorgaande deel van 
het getal, optellen: bij zijn eenheidscijĳfer, of zijn tiental, 
1) De deeling door het grondgetal is dan meestal te verkiezen 

boven de toepassing zijner formule. 
2) Behalve de vierkanten der ondeelbare getallen, die slechts 


één deeler hebben, zijn alle deelbare getallen door minstens twee 
getallen deelbaar. 
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of zijn honderdtal, enz.; d. w.z. wij tellen alle cijfers van het 
getal bij elkander op. *) Hierdoor wordt dus bewezen, waar- 
toe wij op blz. 228, S 1, kwamen. 

Is de eindsom =8 of 6, dan deelt men het getal door 3; 
daarna behoeft op het nieuw ontstane getal de optelling 
der cijfers en de deeling niet meer te worden toegepast: 
bij een door 8 deelbaar getal heft de eenmalige deeling door 8 
de verdere deelbaarheid door 8 op. °) 


g. 

Bij het onderzoek naar de deelbaarheid door 9 hebben 
wij dezelfde formules toe te passen, als wij zooeven voor 
de 3 noemden, daar in de tabel (blz. 26) onder de positieve 
formules van 9 eveneens v + le, v + 10e voorkomen, en 
v+100e, v +1000e, enz. ook verder zouden worden gevonden 
(en daarom ook in Fig. 1 op de lijn 9 een puntje staat op de 
lijn + 10, en eveneens moet staan op de lijnen + 100, + 1000, 
enz.). Ook hier tellen we dus alle cijfers bij elkander op ©), 
(blz. 224, $ 1). 

Is de eindsom=9, dan deelen wij het getal door 9 en 
herhalen daarna de opstelling der cijfers van het nieuw 
ontstane getal en c.q. de deeling, tot de cijfersom niet 
meer =9 is. ?) Is zij dan 3 of 6, dan deelen wij nog een- 


maal door 3. 
11 


Het derde getal, waarvan de cirkel even dicht bij den 
evenaar ligt, is 11, en zijn formule luidt: v — le (blz. 26.) 

S 1. Bij het onderzoek naar de deelbaarheid van eenig 
getal door 11, trekken wij dus telkens het laatste cijfer af 
van v 

Zetten wij de aftrekking zoolang mogelijk voort, dan is 
het resultaat altijd —=0, indien het getal door 11 deelbaar 


1) Ter vereenvoudiging schrappen wij dan nog eerst alle cijfers 
9 uit het te onderzoeken getal, en kunnen dit ook doen met die 
cijfers, welker som =—=9 is, b.v. 1 en 8, enz. (Zie noot 4, blz. 1.) 

2) Alleen de 3 maakt in dit opzicht op alle deelers een uit- 
zondering: na eenmalige deeling van het te onderzoeken getal 
door 3 behoeft deze niet te worden herhaald; maar overigens be- 
staat na de eerste deeling ingevolge de toepassing hunner formules 
de mogelijkheid eener hernieuwde deeling voor de 9 en alle verdere 
grondgetallen. Wij zullen deze opmerking (onder 9) dus in het 
vervolg achterwege laten, 
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is; en omgekeerd, het getal is door 11 deelbaar, indien de 
einduitkomst bij deze bewerking =0 is. (B, S 1, blz. 226). 

Wij moeten hierop echter nog wat nader ingaan. 

Wanneer wij het eindcijfer van het getal, d.i. het cijfer 
der eenheden, het eerste cijfer noemen, — dat der tien- 
tallen het tweede, — dat der honderdtallen het derde, enz, 
dan trekken wij derhalve het eerste cijfer af van het 
tweede, het tweede van het derde, het derde van het vierde, 
enz. En wanneer wij het eerste, derde, vijfde cijfer enz. 
„oneven” (geplaatst) noemen, en het tweede, vierde cijfer 
enz. „even” (geplaatst), dan trekken wij dus beurtelings 
een oneven-cijfer af van een even-, en een even- van een 
oneven-. 


S 2. Dit en ook een nadere beschouwing van zijn nega- 
tieve formules (blz. 26) en van de lijn 11 in Fig. 1 geeft ons 
een middel aan de hand, om sneller tot ons doel te geraken. 

Uitgaande van de formule v —le vinden we bij voort- 
zetting van deze negatieve reeks daarin v — 100e, v — 10.000e, 
enz, m. a. w., wij kunnen e aftrekken van het eenheids- 
getal van v, of van zijn honderdtal, of van zijn tienduizend- 
tal, enz. Dit wil dus zeggen: wij kunnen e aftrekken van 
het tiental van het gegevene getal, of van zijn duizendtal, 
enz. Deze — tallen nu zijn daarvan de even — cijfers. 

Deze redenering betreffende e geldt natuurlijk eveneens 
voor de andere oneven-cijfers. Evenals dus e van elk 
even-cijfer kan worden afgetrokken, zoo kan men ook van 
elk even-cijfer een ander oneven-cijter aftrekken naar 
verkiezing: m. a. w.‚ men kan (de som van) alle oneven- 
cijfers aftrekken van die der even-ciĳfers, — of omgekeerd. 

Ook op de volgende overweging grondt zich deze aftrekking: 

a. ééne eenheid:is één meer dan nul, dus =0 +1; 

b. één tiental is —=10(0 +1) =0 +10, of één minder dan 

11, dus =1l —-1=0—1; (5) 

c. één honderdtal is =10(0—1)=0—10=0—(l1—1) 

=0— (0—1)=0 +1; 

d. één duizendtal is = 10(0 +1) == enz. 

Wij kunnen dus zeggen : de eenheden, honderdtallen, enz. 

1) Wijl we bij toepassing der formule v —e op het getal 11 


krijgen: 1 —1l==0, kunnen we de uitkomst 1l—l1l vervangen 
door 0 — 1. 
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of de oneven-cijfers van eenig getal hebben eene positieve 
waarde; de tientallen, duizendtallen, enz. d. i. de even- 
cijfers, eene negatieve. Bij deelbaarheid door 11 moeten 
dus deze waarden tegen elkander opwegen, het verschil 
tusschen beider sommen moet = 0 zijn, of 11, of een bekend 
veelvoud van 1!; en het is ten slotte altijd — 0, wanneer 
wij ook hierop de formule v — le toepassen. 

Ter beantwoord. der vraag, of b.v. het getal 52261916251895% 
door 11 deelbaar is, tellen we alle aangestreepte (oneven)- 
cijfers bij elkander op, welker som =30 is; en eveneens 
de andere cijfers, welker som == 41 is. Daar 41 — 30 = 11 
is, is het getal door 11 deelbaar. 


$ 3. Daar wij, zooals wij in $ 2 zagen, het eerste cijfer 
naar verkiezing ook kunnen aftrekken van het vierde, 
zesde, achtste, enz.; en eveneens het tweede ook van het 
vijfde, zevende, enz, volgt hieruit, dat het ons vrij staat, 
deze aftrekkingen in één tempo te verrigten en het eerste 
drie-, vijf-, zeven-tal cijfers enz. te gelijk te nemen, naar 
verkiezing, en dit af te trekken van het tweede drie-, vijf-, 
zeven-tal, enz., of omgekeerd. 

De vraag naar de deelbaarheid van genoemd getal door 
11 lossen wij dan b.v. aldus op: 
5226191625 18953, 5226112672, 39589, 550; enz. 

18953 12672 039 


S 4. Het in $ 2 medegedeelde, dat wij alle oneven-cijfers 
bij elkander kunnen optellen en eveneens alle even-, vloeit 
ook voort uit de reeks der positieve formules van 11 (blz. 25). 

Wij hebben daarin namelijk v + 10e, en bij voortzetting 
der formules vinden we daarin ook w + 1000e, v + 100.000e, 
enz; d w.z., wij tellen e op bij het tiental van wv, of bij zijn 
duizendtal, enz., m.a. w. wij tellen e op bij het honderdtal 
van het gegevene getal, of bij het tienduizendtal, enz, di, 
bij het derde cijfer, of bij het vijfde, enz. Wij kunnen dus 
alle oneven-cijfers bij elkander optellen. 

Tellen wij nu het eerste cijfer op bij het derde, dan 
kunnen wij, zoo voortgaande, daarna ook het tweede cijfer 
optellen bij het vierde, zesde, enz, d. w.z. wij kunnen ook 
alle even-cijfers van het getal bij elkander optellen. 

Dit leidt ons echter nog tot eene andere methode. 


| 


| 
| 
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S5. Tellen wij namelijk het eerste cijfer op bij het derde, 
en daarna het tweede bij het vierde, dan kunnen we dit 
ook geliĳktijdig doen, door het eerste tweetal cijfers bij v op 
te tellen. Tellen we e op bij het vijfde cijfer, dan kunnen 
we daarna het tweede cijfer optellen bij het zesde, het 
derde bij het zevende, het vierde bij het achtste ; maar 
dit kunnen we natuurlijk óók gelijktijdig doen, door het 
eerste viertal cijfers bij v op te tellen, enz. 

De vraag naar de deelbaarheid van ons getal door 11 
kunnen we dan ook aldus beantwoorden: 
522619162578953, 523198115, 60434, 638 of 638, 44; enz. 

518953 8115 34 58 6 


Resumeerende, komen we tot het volgende resultaat : 

1°. Uit de reeks der negatieve formules volgt, dat men 
van eenig getal naar verkiezing een oneven aantal cijfers 
aan de regter zijde kan wegnemen en van het voorgaande 
deel wv aftrekken ; 

2, Uit die der positieve formules daarentegen, dat men 
eveneens naar verkiezing van eenig getal een even aantal 
cijfers aan de regter zijde kan wegnemen en bij het voor- 
gaande deel v optellen. 


Wanneer wij de lijnen 1, 10, alsmede 100, 1000, enz. in Fig. 1 
hoofdlijnen noemen en de daarop betrekking hebbende formu- 
les allen hoofdformules, dan kunnen wij ons gemakkelijk eene 
voorstelling vormen van de onderlinge volgorde dezer hoofd- 
formules door eene teekening, zooals Fig. 2 ons te zien geeft. 
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De verticale middenlijn is de lijn 11 van Fig. 1, en de 
horizontale lijn 0—0 is weder de evenaar. De afstanden 
tusschen de hoofdlijnen zijn slechts schematisch aangegeven ; 
en de lijnen zijn opvolgend genoemd A, B, C, enz, onver- 
schillig, of zij zich boven of beneden den evenaar bevinden. 

Van den evenaar uitgaande, vinden we daar beneden op 
den afstand=1l de hoofdlijn 1 (A), met de formule v — le. 

De volgende hoofdlijn 10 moet op eenen afstand van Ll X 11 
lijnen van A liggen. Om die te bereiken, moeten we dus 
van de lijn — 1 weder over de linie teruggaan en komen 
dan na 1 X 11 lijnen op de hoofdlijn 10 (B) boven den evenaar. 
Deze hoofdlijn is dan de lijn der formule v + 10e. In de 
fig. is de afstand A —B eveneens aangeduid door 1 X 1 
beneden en 1 X10 boven de linie. 

Van de nu volgende hoofdlijn 100 moeten we weder een 
veelvoud van 11 lijnen verwijderd zijn en wel 10 X 11, en 
de lijn 100 boven den evenaar kunnen wij op deze wijze niet 
bereiken. Wij moeten deze lijn dus weder daar beneden 
vinden en gaan van B terug, eerst 10 X 1 lijn tot den evenaar 
en dan 10 X 10 lijnen daar beneden. We zijn dan op de lijn 
—100(C), met de formule v — 100e. De afstand van B tot C 
is in de fig. aangegeven als 10 X 11, en tevens als 10 X 1 
boven en 10 X 10 beneden den evenaar. , 

Vanaf deze lijn C wederom langs de stippellijn in de rigting 
van het pijltje over den evenaar teruggaande, waarvan we 
nu 100 lijnen verwijderd zijn, vinden we de volgende hoofd- 
lijn D op eenen afstand — 100 X 11, d. i. op 100X1 + 10010. 
Deze hoofdlijn is derhalve lijn 1000 boven den evenaar, 
waaraan de formule wv + 1000e beantwoordt. 

Zoo kunnen we voortgaan, maar deze aanduidingen zijn 
voldoende, om ons een duidelijke voorstelling te geven van 
de opvolging dezer hoofdformules. De toepassing daarvan is 
ons, ofschoon we steeds verder van den evenaar verwijderen, 
even gemakkelijk gebleken, alsof we nog op lijn 1 waren. 

Het zij mij vergund, nog eenige dergelijke voorbeelden 
te geven. Ted 

101. 

Dit getal heeft als grondformule: v — 10e, zooals uit het 
vervolg van Tabel B (blz. 227) blijkt. 
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S 1. Bij het onderzoek van eenig getal naar zijn deel- 
baarheid door 101 moeten wij dus, het eindcijfer weg- 
nemende, zijn tienvoud van het daarvóór staande deel van 
het getal aftrekken; d. w.z. wij trekken e af van het tien- 
tal van v, of van het honderdtal van het gegeven getal. 
In werkelijkheid trekken wij derhalve het eerste (eind-)- 
cijfer af van het derde. — Daarna trekken wij dan het 
tweede cijfer af van het vierde; maar deze twee aftrek- 
kingen kunnen we ook gelijktijdig verrigten, wat eenvou- 
diger is. 


S 2. Wij trekken dan het eerste (eind-)dubbeltal af van 
het tweede, en, voortgaande, daarna het tweede dubbeltal 
van het derde, enz. Wanneer wij het eerste, derde dub- 
beltal, enz. nu oneven (geplaatst) noemen, en het tweede, 
vierde, enz. even (zooals bij de 11 met de cijfers deden op 
blz. 29), dan trekken we dus beurtelings een oneven- 
dubbeltal af van een even-, en een even- van een oneven-. 

Evenals bij de 11 geeft ons deze redeneering eene zelfde 
methode aan de hand: wij kunnen namelijk alle oneven- 
dubbeltallen bij elkander optellen, en eveneens alle even- 
dubbeltallen. En als wij dan deze beide sommen van 
elkander aftrekken, zal, bij deelbaarheid door 101, het ver- 
schil = 101 zijn (of een bekend veelvoud daarvan beneden 
1000) of =0, en is ten slotte altijd —=0, als we ook op dat 
bekende veelvoud de formule v — 10e toepassen. Maar deze 
methode is eenigzins lastig. 


S3. Op grond daarvan kunnen we echter, evenals we 
bij de 11 deden met de cijfers, hier het eerste dubbeltal 
ook aftrekken van het vierde, het zesde, enz, en het tweede 
ook van het vijfde, of zevende, enz, naar verkiezing; 
m. a. w., wij kunnen ook het eerste drie-, vijf-, zeven-dubbeltal 
enz. aftrekken van het tweede drie-, vijf-, zeven-dubbeltal, 
enz. (of omgekeerd), al naar de grootte van het getal, b.v. : 
5218453542047 4253, 52784061167, 8383, 0; enz. 

414253 052784 83 


$ 4. Daar wij de oneven-dubbeltallen bij elkander kunnen 
optellen, en eveneens de even-, kunnen we het eerste 
(eind-)dubbeltal ook optellen bij het derde, vijfde, enz. naar 


55 


verkiezing, en eveneens het tweede bij het vierde, zesde, 

enz.; en dit in één tempo verrigtende, beantwoorden wij 

de vraag naar de deelbaarheid door 101 aldus: 

5278453542047 4253, 5483196007, 64438, 4444, O; enz. 
20 47 42 53) 96 07) 38) 44l 


(Wordt vervolgd.) 


Het vermenigvuldigen van determinanten en matrices 


DOOR 
DR. R. J. KORTMULDER Jr. (Rotterdam). 


In Lobatto—Rahusen, blz. 49 wordt de vermenigvuldiging 
van determinanten op zeer kunstmatige wijze behandeld. 
Hij behandelt de vermenigvuldiging der beide determinanten 


Uji Ci2 U13 bir. Die Das 
A1 =| 421 A22 A23 en As =| bai ba2 Daz 
A3, U@32 A33 bs Ds2 D33 


Hun product stelt hij dan eerst voor door de determinant 
in eig Ere rm en OP 0 
As: A22 A23 O0 O0 O0 
Az: A32 A33 Ò O0 0 
leende Birger Ora) 
Oe wida Dea i0ss 
0 0 zE Ds: Daz b3s 

Dit is een heel rationeel begin. Alleen is het niet dui- 
delijk, waarom in de le, 2e en 3e kolom, resp. in de 4e, 
5e en 6e rij geschreven staat —l. Die —1l’s komen als ’t 
ware uit de lucht vallen. 

Een methodische oplossing van het vraagstuk der ver- 
menigvuldiging van determinanten is de volgende: 

We zullen beproeven een stel vergelijkingen te vinden, 
dat aan de volgende voorwaarden voldoet: 

le. Er moeten 2 X 3 onbekenden in voorkomen (2 X n, 
als de graad van A, en As 7” is). 

2e. De eliminatie dier onbekenden moet geven A; A, ==0. 

3e. De zes vergelijkingen moeten zoo zijn, dat 3 onbe- 
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kenden gemakkelijk elimineerbaar zijn, waardoor 3 verge- 
lijkingen met 8 onbekenden overblijven, wier eliminatie 
ten slotte een determinant van den 3den graad oplevert, 
die wel zal moeten zijn = A;As. 

Het meest voor de hand ligt het volgend stel vergelij- 
kingen: 


ain db;y +e,2=0 
an + boy + ez ==0 
ase + bsy 4 Cz2 = 0 
aud Bvdyw=0 
au + Bvd yaw =0 
asut- Bev + yzw=0. 


Dit stel voldoet alvast aan de eerste twee voorwaarden. 
Er is echter geen verband tusschen de eerste drie en de 
laatste drie onbekenden, waardoor ook aan voorwaarde 3 
niet voldaan is. 

Door een geringe wijziging krijgen we het vereischte stel. 


ax by deiz=u 

ax + by J- Cy2 == 

asm d-Dsy + C32 =W (1) 
aut 0 
au dvd yow=0 
aut Bvd yow =0 


Nu is ook aan de derde voorwaarde voldaan, daar u, v 
en w gemakkelijk geëlimineerd kunnen worden. Tevens 
blijft, zooals we zullen zien, aan de 2e voorwaarde voldaan. 

We zullen nu uit deze zes homogene vergelijkingen met 
zes onbekenden deze zes z, y, z, u, v en w elimineeren. 


We brengen daarvoor de vergelijkingen in den volgen- 
den vorm: 


ant biy de zu = 
aon + boy + C22 Tad hen 
ast + Dy + C32 —wWw= 
audfBvtyw = 0 
aud Bvty,w=0 
“zut Bvd yow =0. 
De eliminatie levert: 
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din vn herpes 0 wl 
dawk rcon Ot Tel 
Haer cim On Owl 
0 0 Wree a cl ira 0 
0 0 OREL Os 
0 0 OPE 
a, bi Cc «a, Bi Ya 
of | 42 b, Cz Kandel NN 0 
as bs C3 | «3 Bs Ys 


Nu gaan we de 6 onbekenden langs anderen weg elimi- 
neeren. Eerst elimineeren wij w, v en w door hun uitdruk- 
kingen in x, y en z in de eerste drie vergelijkingen te 
substitueeren in de laatste drie. Dit geeft: 

(Casa, Has, Hasyi)e + (bra, + be, + D3y1) Y + 
(e‚x, Hee, +ezyi) 2 =0 

(ajar + a,Bz Haza) U H(bjaa H Ooa H Dao) YH (2) 
(ejas Heal, + C3y2) 2 =0 

(ajaz Haag H a3Y3) Hw + (bias + boz H D3Y3) YH j 
(ejag H-C23 H-C3y3) 2 =0. 

Elimineeren we nu ten slotte xv, y en z, dan is het 
resultaat der eliminatie van de zes onbekenden: 

ae, tas, Jasy: bra, dbeli bera Cor teel, dC3Y, 

D= aastarfetasys biaadb.Botbzys Cao BrdCeaya |= 0. 
ajagtasfBstasys bwa tbolstbsyg Craats dCesy3 
AsAs en D zijn van denzelfden graad. De coëfficient 

van a,b,c; «,@,y3 is van beide + 1. We mogen dus besluiten 
D=A;As. 

Door in A, rijen en kolommen te verwisselen, verkrijgt 
men de gewone regel voor vermenigvuldiging van deter- 
minanten. 

Er is misschien nog iets tegen deze redeneering in te 
brengen, nl. dit: 

AsÂs = 0 

is de noodzakelijke en voldoende voorwaarde, dat het stel 

vergelijkingen (1) een oplossing heeft die van 0 verschilt; 

onder een oplossing die van nul verschilt verstaan wij dan 
een oplossing waarbij minstens een der wortels der onbe- 
kenden van nul verschilt. 
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D= 
is echter de noodzakelijke en voldoende voorwaarde dat 
het stel vergelijkingen (2) een oplossing heeft, die van O0 
verschilt. 

Deze twee voorwaarden zijn echter op ’t eerste gezicht 
niet volkomen gelijkwaardig, omdat (2) slechts de 3 onbe- 
kenden z, y, z, (1) echter de 6 onbekenden «, y, z, u, v, w 
bevat. 

Was nu bijvoorbeeld een oplossing mogelijk #—=0 y—=0 
z=0 U=u, v=v, W=w,, dan zou dat kunnen samengaan 
met A;Azi=0 en D #0. 

Het is echter duidelijk, dat, indien z, y, z alle —0 zijn, 
ook u=v =w=0; dat volgt al onmiddellijk uit de eerste 
drie vergelijkingen van (1). 

Zoowel D=0 als A,A,==0 zijn dus de noodzakelijke en 
voldoende voorwaarde, dat wat de onbekenden z, yen z 
betreft, er een oplossing is, verschillend van 0. 

Ook de eigenschappen der vermenigvuldiging van ma- 
trices zijn volgens deze methode op ongekunstelde wijze 
afleidbaar. 

Passen we daartoe de gevonden vermenigvuldigingsregel 
toe op de matrices 
| a, Db, Cc, 
| 4, be Cc» 
dan ontstaat de determinant 


a, a,b, B, He, Yi Us «+ D, B, Hes yo | 
a, atb: Be Hes ys A, «2 Hb, Bs HC3 Y2 | 
Het is de vraag waaraan deze determinant gelijk is. 


In volkomen analogie met het vorige moeten wij daar- 
voor beschouwen het stel vergelijkingen : 


a, Bs Ya 


en 
5) Ls 2 


AULA == u 
bie +bzy=v 
ELL Cy =wW re {Dl 


autfBvdyw=0 
aud Bvd ysw=0 
Dat deze analogie volkomen is, blijkt b.v. uit het feit, 


‘dat alvorens deze vergelijkingen op te schrijven, in de 
eerste matrix 
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a, bi C, 
As Ds Ca 


rijen en kolommen worden verwisseld. Zoo zagen we ook 
te voren dat de determinant D volgens de gewone ver- 
menigvuldigingsregel ontstaat door vermenigvuldig ing der 
determinanten 


Rs 5 | [as B, Ya 
b, bs 3 en |a, £, Ys 
ET Cs.Cs | % Dea 


De vergelijking, waardoor we tot de regel kwamen, 

waren echter 
ain dbiy + eyz=u 
Aal HDoy H- C32=0 
as® +bsy + Cz2=w 
audf@vdyw=0 
aud Boud yow =0 
aud Bvd vzw == 0. 

Ook hier dezelfde verwisseling van rijen en kolommen, 
wat de eerste determinant betreft. 

Er is echter dit verschil, dat bij de vermenigvuldiging 
van determinanten de vermenigvuldigingsregel zelf werd 
afgeleid, bij de vermenigvuldiging van matrices passen wij 
die regel toe, en vragen naar de waarde van de deter- 
minant, die daardoor ontstaat. 

Het stel vergelijkingen (3) schrijven we: 


ain Hay —U = 0 
bie + by ene Ì) El 
1% + Cy —w=0 


audBvdyw=0 
aut Bvd yow=0 
Eliminatie, ineens van z, y, u, v, w geeft 


of 


4, dz «a, Ô, 4, ds &, Yi 
Sn ki ER Sean %&2 Ya zh 
bi bo |B 1 ol 
Ci Cz | 2, Ya 
of 
| a, bi «a, fa Ee di ser an 
| A5 Ds X 5 B, As Cz | %g Ys 
b, dk Bi Ya 
k rl) on 
b, C2 | B, ys @) 


Door uit (3) eerst w‚v,w te elimineeren en vervolgens 
%,y, ontstaat eerst het stel vergelijkingen 


(a, a, +b, Bi He, vi) ae + (a, «+ bel, Heevi)y =0 
(ar as Hb, Ba Hei Yo) + (az as + bels Hey) y =O 
en ten slotte 
ara db Lit en Az ai dbs, Hey, | 
a, db, Be He, Ya Az a, + bs Bs +e3 Ys 
zoodat de eerste leden van (4) en (5) identiek zijn. 
Schrijven we nu het eerste lid van (4) symbolisch als 
het product der beide matrices 
PA 
| ambert 


—=0 . (5) 


en 


ar B, Y, 
as B, Ya 


dan blijkt de vermenigvuldigingsregel ook voor matrices, 
die meer kolommen dan rijen hebben, door te gaan. 
Natuurlijk is op dezelfde wijze, als dit bij het vermenig- 
vuldigen van determinanten geschiedt, het bewijs strenger 
te maken. Dit wordt aan den lezer overgelaten. 
Ten slotte beschouwen we het vermenigvuldigen van 
matrices, die meer rijen dan kolommen bezitten : 


ad, As @i %o 
RE IRIS 


Als we klakkeloos de gevonden vermenigvuldigingsregel 
toepassen vinden we de determinant 
A, A Hazes ba Hbo as Ci, Heze, | 
a, B, +as 2, b, 8, +5: A, ce, @, + es 2, 
| 4: Yi +42 Ya bi Vit bee C1 Yi J-C2 Yo 
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Om de waarde dezer determinant te vinden, moeten wij 
beschouwen het stel vergelijkingen 


air + biy + ez — U al 
aan + bay + C22 —v=0 
a utayv=0 
Bud Bv —=0 
yiudyov=0 


Eliminatie ineens van x, y, z, u, v geeft 
Beb RC eK 0 
TU Ne  Ond | 
CNR RET en al 0: 
Mie An AAD BIE ERAAN CE 
| RO ORE RSZ | 

Deze determinant is echter =0 (identiek 0). Er zal dus 
steeds een oplossing zijn die van 0 verschilt. Dit was trou- 
wens aan de vergelijkingen zelf al te zien. Immers als we 
stellen w—=v—=0, dus blijven voor x,y en z 2 homogene 
vergelijkingen over. 

Gaan we weer eerst w en v, daarna de andere onbe- 
kenden elimineeren, dus ontstaan achtereenvolgens de 
vergelijkingen 

(aya, Hag aa) ae + (ba, H bran) gy + (eja, + C2a2) 2 =0 

(a, B, +a,Bo) ae dbi, +b,B)y Heil, + eoo)2=0 

(asv, Hayo) et (biv: +bova)y (e,yi d Caya)2=0 
en de gelijkheid 

A, & Tr Az 43 ba, + bz az Cy 4, + Cy Aj 
a, B, tas, bf, +b: A, ‚B, Hel; j= 0 
4, Yi Haay, Di Yi HY Ci Yi H C2Y3 


__ Het is duidelijk, dat dan ook deze gelijkheid een iden- 
teit zijn moet. 

De behandelde methode verschilt minder van die van 
Lobatto, dan men aanvankelijk denkt. Het is zelfs mogelijk 
de methode van Lobatto uit deze methode te winnen, door 
de inkleeding door middel der vergelijkingen te eliminee- 
ren en enkel en alleen te letten op de bewerkingen die de 
determinanten ondergaan. Het voordeel der hier ontwikkelde 
methode is dat zij meer een methode en minder een kunst- 
greep is. In de determinant 


a: bir dn 
a, bs €, O —=l1l 0 
Gs. Ds Ca OO 
0 004 var vAn 
0, 10 0 a Gn 


| 0 0 0 Xg Bs 3 


ontstaan de —1's op de juiste plaats op geheel ongedwon 
gen wijze. Bij Lobatto moet men altijd zijn geheugen tehulr 
te roepen, om te weten, waar de — 1’s te plaatsen. 

Het zou misschien in het algemeen voor een meer metho- 
dischen opzet van de eigenschappen der determinanten 
beter zijn, van het begin af ze te definieeren als elimina- 
tieresultaten van vergelijkingen. 


Over de ligging der contactpunten der vier raakpunten, 
die men uit een punt der Lemniscaat van 
Bernoulli kan trekken. 


DOOR 
Dr. W. A. VERSLUYS (Den Haag). 


Door B. Weyr!) en daarna door P. H. Schoute °) is 
bewezen, dat op één rechte gelegen zijn de contactpunten 
der vier raaklijnen, die men uit een punt van een lemnis- 
caat van Bernoulli aan deze kromme kan trekken. Hier 
volgt een ander bewijs van deze stelling. 


De lemniscaat van Bernoulli: 
r* =2k? sin 2 
is de inverse kromme van de gelijkzijdige hyperbool: 
r? sin 2p — 2k?, 
wanneer de inversiestraal kl’2 is en als de oorsprong, 
1) „Die Lemniscate in rationaler Behandlung (Abh. d. K. böhm, 
Ges. d. Wiss. Prag 1873, 


2) Versl. d. Kon. Ac, v. Wet, Amsterdam 2e Serie t. XIX 
1883 p. 220. 
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d.i. het gemeenschappelijk middelpunt van de beïde krom- 
men, tot inversiecentrum gekozen is. De raaklijnen aan de 
lemniscaat uit een punt van deze kromme, zijn de inverse 
lijnen van cirkels door het inversiecentrum en door een 
punt op de hyperbool, welke cirkels bovendien aan de 
hyperbool in een ander punt raken. 

Daar nu, volgens Wevyr, de vier contactpunten der raak- 
lijnen aan de lemniscaat op een rechte liggen, zoo zullen 
de punten, waar de cirkels aan de hyperbool raken, op 
een cirkel, door het inversiecentrum, gelegen zijn, en is, 
omgekeerd, dit laatste aangetoond, dan is hiermede de 
stelling van Weyr bewezen. 

In het volgende zal nu aangetoond worden, dat de con- 
tactpunten der cirkels, die door het middelpunt van de 
hyperbool en door een punt daarvan gaan en tevens de 
hyperbool elders raken, gelegen zijn op een cirkel door 
het middelpunt van de hyperbool. 

Kiest men de asymptoten van de gelijkzijdige hyperbool 
tot coördinaatassen, en voor het willekeurige punt op de 
hyperbool, het punt P (a,b), dan wordt de hyperbool voor- 
gesteld door de vergelijkingen: 

® == at, RE ee 
De bundel cirkels door O en door P heeft tot vergelijking : 
(2 Hy? — an — by) — A (bx — ay) =0. 

De parameters t der snijpunten van de hyperbool met 

een cirkel uit dezen bundel, zijn de wortels der vergelijking : 
OO at ED Et 
En t t 

Daar het punt P (a,b) één der snijpunten is, is een der 
parameters één, en na vermenigvuldiging mett? en deeling 
door (f — 1) gaat (1) over in de vergelijking: 

att Ebt Aabltstij0 sn ee (2) 

De wortels dezer vergelijking zijn de parameters der 
drie punten, waarin de cirkel de hyperbool buiten P snijdt. 

De cirkel zal de hyperbool buiten P raken, indien deze 
laatste vergelijking een dubbelen wortel bezit. De bundel- 
parameter À moet dus zoo gekozen worden, dat vergelijking 
(2) en haar afgeleide: 

aats zted- hits (0 Vaneo gel(3) 
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een gemeenschappelijken wortel bezitten. en de met deze 
waarden van A correspondeerende dubbele wortels zijn de 
wortels der vergelijking, die men uit (2) en (3) door elimi- 
minatie van A verkrijgt. Het resultaat dezer eliminatie 
van À is: 
a? (é* 4243) Hb2(UHU=0. ... . (4) 

De vier wortels van deze vergelijking zijn dus de para- 
meters der vier punten, waarin de hyperbool geraakt 
wordt door cirkels, die door het vaste punt P en het 
middelpunt van de hyperbool gaan. 

Een willekeurige cirkel door den oorsprong heeft tot 
vergelijking : 

a Hy? —2px —2qy = 0. 

De parameters der punten, waarin. deze cirkel de hyper- 

bool snijdt, zijn de wortels der vergelijking : 


a?tt Jb? — 2pat* —2qbt=0 . … … « « (5) 
Daar nu deze vergelijking overgaat in vergelijking (4) 
als p=—a en q=—b, zoo blijkt, dat de vier raakpunten 


der cirkels door P op één cirkel door den oorsprong, d. í. 
door het middelpunt van den hyperbool, liggen, waarmede 
de stelling bewezen is. 


De vergelijking van dezen cirkel door de vier contact- 


punten is: 
ot Jy? H-2Zaa J- by == 0 LO) 

Het middelpunt van dezen cirkel is het punt P’ (—a, —b) 
en is dus het spiegelbeeld van P ten opzichte van den 
oorsprong O0. 

Inverteert men nu de figuur, dan gaat P over ìn een 
punt Q van de lemniscaat, gelegen op de rechte OP, 
terwijl de cirkel overgaat in een rechte, die loodrecht staat 
op OP’, dus ook op OP, waaruit volgt, dat de rechte, die 
de vier contactpunten der raaklijnen uit A verbindt, lood- 
recht staat op OQ. En daar het punt van den cirkel (6) 
dat het verst van het inversiecentrum verwijderd is, twee- 
maal zoo ver van dit centrum ligt als P, zal de contact- 
koorde, waarin de cirkel door inversie overgaat, tweemaal 
zoo dicht bij het inversiecentrum liggen als Q. 

De cirkel (6) snijdt de hyperbool slechts in twee reëele 
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punten. Van de vier punten, waarin de hyperbool de 
cirkels uit den bundel raakt, zijn er dus slechts twee 
reëel (in de figuur A en B). 

De reëcle raaklijnen uit Q, raken de lemniscaat in de 
punten C en D, die de inversen zijn van A en B. 

Als a en b veranderen, maar zóó, dat het product ab 
constant, bijv. k? blijft, dan doorloopt P de hyperbool en 
de vergelijking (6) stelt voor het stelsel cirkels gaande 


er 


ee 


Er Wi | Pam AL | 


4 Dd 
aal 


e= 


door de vier contactpunten behoorende bij de punten van 
de hyperbool. Men vindt dan gemakkelijk voor de omhul- 
„lende van deze cirkels de lemniscaat van Bernoulli: 

(a? A y°)2 =16k? og. 

Als dus het inverse punt van P een lemniscaat van 
Bernoulli doorloopt, dan omhullen de rechten, die door de 
bij ieder punt behoorende vier contactpunten gaan, een 
gelijkzijdige hyperbool. 
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De cirkel van Joachimsthal 


DOOR 
H. VAN DER KAMP (Middelburg). 


Dat de cirkel van Joachimsthal, gaande door drie van 
de vier voetpunten der normalen uit een punte,,y, naar 
de ellips : a 

4e de 

ar rj! 
getrokken, deze in een vierde punt snijdt, dat diametraal 
tegenover het vierde normalenvoetpunt ligt, kan op de 
volgende wijze worden aangetoond: 

Zooals bekend zijn de normalenvoetpunten de snijpunten 
van de ellips met de hyperbool : 

(a — bì) wy j-b?ay, a OE 

Stellen wij ons nu de vraag aan welke voorwaarden de 
coöfficiënten van de vergelijking : 


(BtB -1) HEL, L,=0 


waarin L‚=ytprtg en L;,=y tp, er +q, moeten 
voldoen opdat deze voorstelt de hyperbool (1), dan vindt 
men, dat 
zer ket 
ES be PP a? 
Stellen wij ons dus voor, dat de lijn y + px +q=0 ge- 
geven is, m. a. w. dat twee van de normalenvoetpunten 
gegeven zijn, dan is de lijn L,==0 volkomen bepaald, en 
hiermee ook de 2 andere normalenvoetpunten. 
Als wij nu de coördinaten der normalenvoetpunten voor- 


stellen door acosp jy, 5 3 4 en bsinp| 9 3,4, dan volgt 


en 001 == b?. 


2 
uit de voorwaarde pp, = AR dat p, +0, tp, =(QhHI)z. 


Vervangen wij nu een dezer punten door het diametraal 
tegenover liggende punt der ellips, dan wordt daardoor 
de som der p's met z vermeerderd en dus 2kz, wat juist 
de voorwaarde voorstelt, dat de vier punten op een cirkel 
liggen. 
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Wij kunnen nog opmerken, dat door twee punten van 
de ellips bepaald door de vergelijking y + pr + q = 0 twee 
cirkels van Joachimsthal gaan, die men kan voorstellen 
door de vergelijking 


(Ed -1 ) Heyd pe + Dy pa Hr) =0 


waarin 


EER 
ENOR 
An 


terwijl » bepaald is door de voorwaarde, dat het snijpunt 
van de lijnen y4pietq,=0 en y—pet-r=0 op de 
ellips moet liggen, waaraan twee waarden van r voldoen. 


Een nieuw planetarium. 


Naar aanleiding van uw verzoek om eene beschrijving 
van het door mij gemaakte planetarium het volgende: 

Een volledige omschrijving van het geheel zal, vrees ik, 
wel te veel ruimte innemen in Uw tijdschrift ; daarom zal 
ik het voorgestelde eenigzins beknopt de revue laten 
passeeren. 

Evenals het werk eigenlijk uit drie gedeelten bestaat, 
zal ik het ook in drie gedeelten behandelen. 

Op het eerste (het benedenplatform) zijn voorgesteld de 
loopbanen van Mercurius, Venus en de Aarde met hun 
ware uitmiddelpuntigheden. De omloopstijden dezer bolletjes 
zijn hier berekend als volgt: Mercurius 87 d. 23 uur 16 min., 
Venus 224 d. 16 uur 42 min. en de Aarde 365 d. 5 uur en 
D4 min. Aangezien de banen uitmiddelpuntig gesneden 
zijn, zullen de bolletjes nu eens in hun N.P. en dan eens 
in hun V.P. zijn; ook hebben ze nog een versnelde en 
vertraagde beweging wanneer die punten doorloopen wor- 
den. De banen van de beide binnenplaneten liggen hellend 
zooals het behoort, terwijl de bolletjes zelf rijzen en dalen 
ten opzichte van een evenwijdig aan de ecliptica gespan- 
nen draad. De breedte van deze planeten is dus direct 
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aanschouwelijk te zien, terwijl het bedrag op de rande 
van de sleuven is af te lezen, evenals de lengte. V.P.e 
N.P. knooppunten en N- of Zbreedte is alles duidelij 
aangegeven. Het aardbolletje gaat eens in ’t jaar om d 
zon, met dien verstande, dat het onder een ashelling va 
2354° eens in 24 uur rondwentelt, terwijl het aspunt steed 
naar het Noorden gericht blijft. 

Ook wijst het voor elken dag de datum aan, maanc 
teeken van den dierenriem en lengte op de ecliptica, al 
ook nog de zonsdeclinatie voor elken dag afzonderlijk 
Het aardbolletje voert nog een ander bolletje mee dat he 
maantje voorstelt en in een sinodische omloopstijd om haa: 
heen loopt. Op hetzelfde platform bevindt zich nog eet 
wijzer voor de aanwijzing van de dagen der week, plu: 
het jaartal. 

2de gedeelte. Opstaand. 

Hier is op voorgesteld de schijnbare dageliĳksche er 
jaarlijksche beweging van zon en vaste sterren. De voor 
naamste vaste sterren zichtbaar op onze breedte zijn o} 
een wit bord geteekend, dat nagenoeg eens in een sterre 
dag rondwenteld achter een vast staande horizon. 

In het bord bevindt zich nog een sleuf, welke de eclip 
tica weer voorstelt, waarin zich een zonnetje kan bewegen 
Dit zonnetje beweegt zich alle dagen met het bord rond 
gaat dus ook op en onder, doch heeft 24 uur werk om 
eens rond te komen. Het zal dus alle dagen omtrent 4 
minuten de sterren tegemoet loopen en daardoor eens it 
t jaar de ecliptica doorloopen. 

Rondom de horizon zijn 17 uren geschilderd en wel di 
waarop de zon voor ons boven de horizon kan zijn. Va 
deze loopen weer dunne lijnen ter hoogte van het midde 
punt van het bord. Die stellen de uurlijnen voor waarva 
een Noord en Zuid loopende onze meridiaan voorstell 
Van uit ons toppunt loopen ook nog eenige kromme lijne 
de windstreken voorstellende. | 

Op dit gedeelte komen nog twee wijzers voor, die d 
tijd van op- en ondergang der zon aangeven. Deze wijzer 
hebben een heen- en teruggaande beweging en gaan n 
eens vlugger, dan eens langzamer. al naar gelang de dage 
vlugger of langzamer lengen of korten. 
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de gedeelte. Bovenvlak. 


Hierop is nog eens afzonderlijk uitgewerkt de beweging 
van de maan en maansbaan. Het vlak stelt weer de eclip- 
tica voor, terwijl de aarde in het middelpunt is geplaatst. 
Het maantje volbrengt haar loop hieromheen in een side- 
rische omloopstijd, terwijl de zon weer in een jaar om 
beiden heenloopt, de schijnbare beweging van de zon dus 
op de ecliptica. Dit is wel niet overeenkomstig de werke- 
lijkheid, doch de verschijnselen blijven er gelijk om. De 
zon wijst weer de dagen van het jaar, maanden, sterren- 
beelden en lengte op de ecliptica aan, alsmede de declinatie. 

De maansbaan snijdt de aardbaan onder een hoek van 5°. 
Om die reden is aan het rad, waarop het maantje is be- 
vestigd, dezelfde helling gegeven. De breedte van de maan 
wordt weer aanschouwelijk voorgesteld door een draad, 
zooals op het eerste gedeelte. Lengte en breedte der maan 
kan men ook weer direct aflezen. Door de snij- of knoop- 
punten der maanbaan is een lijn getrokken, welks uiteinden 
direct de lengte van de klimmende of dalende maansknoop 
op de ecliptica aanwijzen. Grootste N.- en Z-breedte wordt 
ook aangegeven. Al deze punten doorloopen weer eens in 
18°/; jaar de ecliptica, terwijl het maanrad zelf in dien tijd 
ook die schommelende beweging volbrengt. 

Door de stand van de drie bolletjes onderling en de plaats 
van de knooppunten zal men vrij nauwkeurig kunnen 
nagaan, wanneer er eclipsen kunnen plaats hebben. Het 
in het midden staande aardbolletje wentelt onder de ware 
ashelling in een sterredag eens rond. Aan het aspunt van 
dit bolletje is een wijzertje bevestigd, dat zich beweegt 
over een wijzerplaatje, in 24 uur verdeeld, Dit wijzerplaatje 
moet eens in de week zoo’n 28 min. verdraaid worden ; 
alsdan zal het wijzertje alle verschijnselen behoorlijk op tijd 
aangeven, die er plaats grijpen met zon, maan en aarde. 
De punt van het wijzertje is gesteld boven die plek van 
het aardbolletje, dat overeenkomt met onze woonplaats op 
aarde. In de maansleuf bewegen zich nog twee wijzertjes 
in een tijdsverloop van ruim 8 jaar. Het maantje beweegt 
zich om het aardbolletje in een uitmiddelpuntige baan, dus 
heeft men hier ook weer een Naaste Punt en een V.P. 

Wiskundig Tijdschrift, 17e Jaargang. 4 
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Deze punten zijn ook niet vaststaand, doeh doorloopen in 
ruim 8 jaar de geheele ecliptica. Het maantje zelf vol- 
brengt ook deze schommelende beweging. Niettegenstaande 
het V.P. der maansbaan met elken omloop verandert, zal 
toch het maanbolletje telkens weer in haar naaste punt de 
grootste snelheid krijgen. Ook kan men direct aflezen de 
hier volgende bijzonderheden: afstand der maan van de 
Klimmende of Dalende knoop, breedte zoowel Noord of 
Zuid, afstand van de maan van de zon, afstand van het 
Verste of Naaste Punt, en de lengte van deze punten zelf 
op de ecliptica. 

Het geheel wordt door een solied uurwerk geregeld, 
terwijl een paar gewichten het uurwerk te hulp komen. 
Door wegneming van een wigje kan het mechaniek wor- 
den uitgeschakeld en zoo noodig met een krukje worden 
bewogen. Alle berekeningen van het raderwerk zijn volgens 
een eenvoudige methode gedaan en niet door middel van 
wiskunde. 

De behoefte daaraan heb ik niet zoo nijpend gevoeld; 
alleen bij de breedtegraadverdeeling is Dr. Nijland van 
Utrecht me zeer bereidwillig behulpzaam geweest. Ove- 
rigens heb ik alles naar mijn beste weten en kunnen 
daargesteld, ofschoon ik wel wil weten, dat, wanneer 
nogmaals zoo'n stuk door mij zou worden gemaakt, vele 
dingen doelmatiger zouden gemaakt kunnen worden, want 
het spreekwoord „al doende leert men” kan op zulk werk 
met alle recht toegepast worden. Op een 4-tal konische 
radertjes na is het geheele raderwerk en alles wat zich 
aan het werk bevindt eigenhandig door mij gemaakt. De 
omlooptijden zijn zoo berekend, dat ze niet al te veel van 
de werkelijkheid verschillen. 


Lankum bij Franeker. L. SIDERIUS P.zn, 


Tot ons leedwezen moeten wij mededeelen, dat de samen- 
steller onlangs overleden is. …_ (Red) 
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Hoe oud wel? 


In een fraaie foliant, te Leiden aanwezig, vindt men het 
wonderlijke werk van REUCHLIN, de Arte Cabalistica. 

Ofschoon 99 °/, mij ontgaat, vond ik er toeh wel dingen 
van aanbelang in. En dat is niet vreemd : REUCHLIN leefde 
1500, heeft in Italië de nieuwere Academies bezocht, die 
de tradities van PyYrHAGORAS in eere hielden; en hij heeft 
getracht die „mystieke philosofie van PyrHAGORAS” in 
Duitschland tot haar recht te doen komen. 

Pag. 494 vinden we dan ook een Grieksch citaat — naar 
ALCINOUS — volgens hetwelk de godheid zich van den 
dodekaeder zou hebben bediend om het heelal te formee- 
ren. Dat vindt men ook trouwens bij Praro, die volgens 
REUCHLIN eenvoudig PYrHAGORAS heeft nagevolgd. 

Maar nu volgt onmiddellijk, nà dat Grieksche citaat: 

„Oectangulo namque cubo, si pyramidem ex quatuor 
triangulis aequi cruribus ele vatum superposueris, aedificium 
dodecaedri artificiose construxeris, ubi suceumbit cubus 
seu talus uti mater, et incumbit pyramis uti pater.” 

Dit is vrij vertaald: 

Als men op den achthoekigen kubus een (aantal) pyra- 
mides zet, die uit 4 gelijkzijdige driehoeken!bestaan, krijgt 
ge kunstig het bouwplan van den dodekaeder; waaruit 
blijkt dat de kubus het vrouwelijk en de pyramide het 
mannelijk beginsel voors:elt. 


Dit alles kan onmogelijk slaan op den rhombendodekaeder. 
Het is natuurlijk het regelmatig twaalfvlak, dat ge ook 
afgebeeld ziet bij het portret van zijn tijdgenoot PACIOLI !); 
het regelmatig twaalfvlak waar honderd jaar na hen, ook 
KEPLER zooveel in zag. KEPLER *) neemt echter den kubus 
als Adam, den tetraeder als Eva, (dat is dus net andersom) 
maar beschouwt ook den Dodekaeder als hun zoon. 


1) Titelplaatje uit Georg Wolf, Mathematik und Malerei, 
Mathematische Bibliothek Teubrer. 
2) Kepleri Opera. Ed. Fritsch V, p. 461. 
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Overtuigd dat wij hier een stukje meetkunde hebben 
dat ouder is dan ik wel durf neerschrijven, heb ik gezocht 
tot ik het volgende vond. 

De lezer teekene den uitslag van drie zijvlakken van een 
kubus, die in een hoekpunt samenkomen, en door het 
middelpunt van elk zijvlak een lijn ter lengte Ja(— 1 + 15), 
als a de ribbe van den kubus voorstelt. Van elk der lijnen 
valt het midden samen met het middelpunt van het zij- 
vlak; de lijnen moeten zóó getrokken worden, dat zij na 
omvouwing elkander kruisen. Bij elk der eindpunten 
schrijve men de letter B, 

(Deze eindpunten B zijn de hoekpunten van een twin- 
tigvlak. Als men op elk zijvlak daarvan een tetraeder 
zet en de toppen vereenigt, krijgt men den dodekaeder 
waarop REUCHLIN m. i. doelt. 

Zooals gewoonlijk het geval is wanneer de Sectio Divina 
optreedt zijn in de figuur tal van coincidenties; het is 
overbodig hierop nader in te gaan.) 

Op elk der lijnen is ter weerszijden een gelijkzijdige 
driehoek beschreven. 

De hoekpunten A van elk der vierkanten zijn verbonden 
met de uiteinden B van de lijn in dat vierkant; het ge- 
deelte van A tot B ís hulplijn; voorbij B zijn de lijnen 
getrokken. Bij de punten, waar twee lijnen AB elkander 
snijden, zette men eveneens de letter A. 

Nabij elk der hoekpunten A van een vierkant ont- 
staat een vierhoek, deze arceere men, evenals de drie- 
hoeken. 

Als men deze figuur uitknipt, en de vierkanten naar 
elkaar buigt, verkrijgt men een halven kubus. De punten 
A zijn de (totaal 20) punten waar de lijnen van middel- 
punt naar de toppen der REUCHLIN-pyramides het opper- 
vlak van de kubus snijden. Die REUCHLIN-pyramides vallen 
gedeeltelijk binnen, gedeeltelijk buiten den kubus. Hun 
doorgangen zijn op eigenaardige manier afhankelijk van 
de verdeeling der ribben volgens de Sectio Divina. Wat 
niet gearceerd werd is het gedeelte dat van den kubuste 
zien blijft als de pyramides er door heen zijn gegroeid. 
De punten B zijn de hoekpunten van het regelmatig 
twintigvlak. Als de rib van den kubus a wordt genomen is 
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BB =jal—1l+1®5)en AA (in eenzelfde zijvlak en loodrecht 
op BB) =ta(3—\V5). 

Waarom acht ik dit alles zoo oud en merkwaardig ? 

Dat zal blijken uit de volgende citaten. 

1°. CHAIGNET *) I p. 247 zegt ons dat de trias (3) en de 
tetras (4) elkaar volgens PHrLOLAUS doordringen, en zoo de 
dodekas (12) geven. S 

20, Volgens een tooverpapyrus van EBERS?) is 3 het 
mannelijke, 4 het vrouwelijke. 

30. Volgens FLINDERS PETRIE ®) is volgens de Arabieren 
van thans de bovenste kamer der Pyramide van Cheops 
die des Konings en de daaronder gelegene die der Koningin ; 
want de bovenste kamer is schematisch twee vertikale 
lijnen, gedekt door een horizontale dus samen 3; de kamer 
daaronder heeft een schuin dak; dat zijn 4 lijnen. 

40, PLUTARCHUS *) zegt dat de Pythagoraeers den drie- 
hoek vergeleken met PLUTO, BACCHUS, MARS, dat zijn 
mannelijke goden (inplaats van Osiris natuurlijk) en den 
vierhoek met RHEA, VESTA, VENUS, CERES en JUNO (lees: 
Isrs), terwijl de dodecagon(?) JUPITER voorstelde. 

50, Het heilig Egyptisch muziekinstrument was het 
sistrum °), en bevatte 4 staven waaraan aan elk drie ringen 
voorkwamen. Het moest de unie van OSIRIS en Isis voor- 
stellen. 

Volgens PrATO is de tetraëder het vuur (OsrrRIs!) en de 
kubus de aarde (Isis). Cap. XXI van Republiek of Timaeus. 

19, De driehoek 3, 4, 5 wordt theorema van de bruid 
genoemd. 

8%. Op Palmpaschen dragen de jongens te Zwartsluis ©) 
een gaffelvormigen tak (3); maar de meisjes twee elkaar 
loodrecht snijdende takken (4) aan een vertikalen stok. 

Het komt mij dus voor dat de woorden van REUCHLIN: 

1°. wijzen op een verrassend groote kennis van de meet- 
kunde. 


1) Pythagore et la Philosophie Pythagoricienne. 

2) Varda I p. 105. 

3) Pyramids aud Temples of Gizeh p. 216. 

4) De Iside et Osiride Cap. 56. 

5) Wilkinson. Popular Account of the Ancient Egyptians, 1854. 
6) Verzameling Palmpaschen, Mej. QC, C. v. d. Graft. 
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20. ons in onmiddellijk contact brengen met opvattingen 
van PYTHOGORAS en van de Egyptische priesters. 

Of is mogelijk een nuchterder verklaring van zijn 
woorden te geven, en van die van KEPLER ? 

Hoorn. H. A. NABER. 


Correspondentie. 


Het problema van Snellius. 
(Zie bladz. 156. W. T. 16 jaarg.) 


xt y=360 — a — 2 —B. 
sinw _ bsina 
siny asin 
Een leerling, die deze vergelijkingen moet oplossen 
vervangt in de 2e vergelijking y door 360 — « — 2 —B — x 
en ondervindt geen enkele moeilijkheid, terwijl hij zich 
later verbaast, in het leerboek tgv te vinden. 
Tiel. C. KOK. 


Bladvulling, 


ADRIAAN PAETS VAN TROOSTWIJCK, Nederlandsche Schei- 
en Natuurkundige 1752—1837. 

Oud-Wethouder van den Raad der stad Amsterdam, Lid 
van het Amortisatie-Syndicaat, van het Koninklijk Instituut, 
en van onderscheidene geleerde Genootschappen. Een der 
Stichters van Felix Meritis. 

In den uiterst strengen en voor proeven met wrij vings- 
electriciteit gunstigen winter van 1789 deed hij met DR. 
RUDOLF DErMAN, lijfarts van Koning Lodewijk en bekend 
aanhanger van KANT, en met den instrumentmaker Curr- 
BERTSON te Amsterdam hoogst merkwaardige proeven met 
een wrijvingselectriseermachine Deze proeven stelden 
VAN MARUM en „TeEYLeER” geheel in de schaduw want het 
was onmiddellijk na elkaar, en in een zelfde buis, die van 
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de analyse en synthese van water, beide met behulp van 
electriciteit. Door verschillende omstandigheden, zooals 
1’. de ontstaande verdeeldheid tusschen de „Hollandsche 
Scheikundigen” en vAN MARUM, 

20, de groote moeielijkheid dezer proeven, 

30. de ontdekking van de zuil van VoLTA en de proef 
van CARLISLE en NICHOLSON. 

zijn deze proeven in het vergeetboek geraakt; maar men 
behoeft het fraaie, door DEIMAN geredigeerd artikel van 
1789 in het Journal de Physique slechts op te slaan om 
van de overgroote beteekenis overtuigd te worden. Deze 
proeven zijn het begin der nieuwere chemie, zooals door hun 
tijdgenooten voldoende werd begrepen, en door Prof, Bos- 
SCHA en DR. VAN DER HORN VAN DEN Bos in den laatsten 
tijd weder in het licht werd gesteld. 

Volgens Prof. VAN SWINDEN was TROOSTWIJCK volkomen 
de evenknie van LAVvoIsIiER Vóór 1789 was hij reeds vier- 
maal met goud bekroond voor het beantwoorden van 
prijsvragen. 

Verg. ook „De Amsterdamsche Proef van 1789” door DR. 
H. A. NABER. Nieuwe Gids, Jan. 1915. 


Im Reich der Mechanik. 


Fabel von J. A. Sowa. 


Auch im Reich der Mechanik 

Gab’s eine Panik, 

Und der „Arbeit” ehrwürdiger Tron 

Fiel durch Revolution, 

Die Komponenten und Koefficienten 
Erklärten nämlich, sie mochten und könnten 
Mit ihren Talenten 

Nicht mehr der Königin ministrieren 
Durch komponieren und koeffizieren, 
Sondern sich ganz ohne Regel und Zwang 
Ergeben dem eigenen Amüsemang. 


so hauften in loser Vereinigung 
Die Kraft, die Masse, die Beschleunigung, 
Der Weg und die Geschwindigkeit, 
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Dann die Zeit, 
Und am End 
Das Trägheitsmoment ! 


Erst haben die Toren 

Den Weg verloren, 

Dann aber wurde mit viel Behagen 
Die Zeit gemeinsam totgeschlagen, 
Wobei die Kraft allmählig erlähmte 
Und die Geschwindigkeit, die gesammte 
sowie die Beschleunigung ganz und gar 
Von selber aufgehoben war. 

Nun liegen beinand ! 

Als Restbestand 

In inniger Freundschaft permanent 

Die Masse und das Trägheidsmoment. 


Uit een duitsch geïllustreerd tijdschrift overgenomen 
(voorjaar 1920). 


Boekbespreking. 


Technisches Denken und Schaffen, von PRror. G. von 
HANFFSTENGEL, Berlin. Julius Springer, 1920, 12 M. in 
Geschenkband. 

Dit is een uitnemend boek om jongemenschen, die be- 
langstellen in de toepassingen der werktuigkunde, in han- 
den te geven, omdat het op duidelijke wijze een goed 
inzicht geeft in begrippen, welke in de techniek gebruikt 
worden, de wijze van werken van verschillende werktuigen, 
en andere zaken, de techniek betreffende. 

Wiskunde komt er niet in voor ; het is geen leerboek, 
maar wil den lezer aansporen om „technisch te denken.” 

Ook aan anderen wil de schrijver het in handen geven: 
rechters en advocaten, die meermalen met technische pro- 
blemen in aanraking komen ; ambtenaren bij technische 
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inrichtingen ; leeraren in natuurkunde en wiskunde ; koop- 
lieden. Zelfs denkt de schrijver aan de vrouwen van 
ingenieurs, die eenig inzicht willen krijgen in den werk- 
kring van haar echtgenooten. 

Vooreerst wordt de hefboom besproken, en dadelijk 
wordt er op gewezen, welk een belangrijken rol deze 
vervult; met behulp van zeer duidelijke figuren wordt de 
toepassing van de wet van het evenwicht verklaard bij 
een kraan en een brug. 

Daarop volgt het samenstellen van krachten, en het 
behoud van arbeidsvermogen, het vermogen van een stoom- 
machine, berekening van een vliegwiel, wrijving, water- 
druk, electriciteit en warmteval. 

De tweede afdeeling bespreekt de toepassing van krachten, 
waterraderen en turbines, de regeling van machines, 
warmteontwikkeling bij verbranding, verliezen daarbij, 
indiceeren, energie-balans en economische balans, gas- 
machine, dieselmotor, stoomturbines. 

De derde afdeeling handelt over de eigenschappen van 
ijzer en staal, constructievormen, methoden van werken, 
werktuigmachines en massafabricage, terwijl in de vierde 
afdeeling onderwerpen ter sprake komen, die de economie 
van de techniek raken 

Aan het slot geeft de schrijver eenige goede wenken. 

Het boek zal ongetwijfeld voor velen van nut zijn. 


Dr. ING. Aug. Föppel und Dr. Ludwig Föppel. Drang und 
Zwang. Eine höhere Festigheitslehre für Ingenieure. Erster 
Band 1920 f 9—, geb. f 9.60. 

München und Berlin. K. Oldenbourg. 

Wanneer iemand zijn geheele leven gewijd heeft aan een 
zelfden tak van wetenschap, dan is hij vele en vele malen 
gestuit op problemen, die niet dadelijk konden worden 
opgelost, en die daarom voorloopig onuitgewerkt moesten 
blijven, omdat „die Forderung des Tages” — de eischen 
van het dagelijksch leven — niet toelaten zich te verdiepen 
in alle nieuwe opgaven, die zich voordoen. 

En zeer zeker moet iemand, die de toegepaste mechanica 
bestudeerd heeft op de wijze als Aug. FörPr, bij het werken 
in dit vak, dat zoo uitgebreid is, en waarvan de grond- 
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slagen toch nog nauwelijks gelegd zijn, een grooten voor 
raad aanteekeningen hebben verzameld, die geen plaats 
konden vinden in leerboeken of handboeken. 

Zeer moet het worden toegejuicht, dat hij datgene, wat 
anders te loor zou zijn gegaan, heeft bijeengebracht en 
gerangschikt Zijn zoon L. F. heeft daarbij een werkzaam 
aandeel gehad, in hoofdzaak wat betreft de wiskundige 
uitwerkingen. 

Uit den aard der zaak richten de schrijvers zich niet 
tot hen, die beginnen te studeeren, maar geven het boek 
ten dienste van hen, die de vastheidsleer reeds geheel 
hebben doorgewerkt en in zich opgenomen. 

De titel „Drang und Zwang” is gekozen om twee 
redenen. 

Vooreerst stemt ze eenigzins overeen met het Engelsche 
„Stress and Strain”, en in de tweede plaats geeft ze duide- 
lijker dan het woord „Elasticiteitsleer” of ,Vastheidsleer” 
aan, dat men hier met een bijzonder boek te doen heeft, 
niet behoorend tot de gewone leerboeken of handboeken, 

Natuurlijk is niet elke paragraaf van het boek geheel 
nieuw; op de bekende grondslagen moest worden voort- 
gebouwd; het bekende werd uitgebreid en aangevuld; en 
het boek begint dus met het gewone evenwicht van een 
rechthoekig blokje en van een viervlak bij gelijkmatigen 
spanningstoestand. 

Deze zijn nu gesneden gedacht uit een bol, en er wordt 
nagegaan hoe de spanning op het oppervlak van dien 
bol verandert. 

Daarna volgt een beschouwing van de ongelijkmatige 
spanpingsverdeeling, de wet van Hooke, de vormverande- 
ringen van een oneindig klein rechthoekig blok, de con- 
stanten E en m, de superpositie van spanningen, de zuivere 
schuifspanning, de samenhang tusschen spanningen en ver- 
schuivingen, de grondvergeliĳjkingen der elasticiteitsleer, 
de constanten van Kirchhoff en Hertz. 

De gevonden vergelijkingen worden vereenvoudigd door 
m oneindig groot te nemen of wel gelijk aan twee: de 
verkregen benaderingen zijn voor de praktijk gewoonlijk 
wel bruikbaar. 

Het is niet doenlijk alle 55 paragrafen afzonderlijk te 
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vermelden; er wordt dus hier en daar een greep gedaan 
zonder dat daarmede bedoeld wordt, dat de niet genoemde 
gedeelten van minder belang zouden zijn. 

Er kan dan gewezen worden op de paragraaf over breuk- 
gevaar, en het voorbeeld van buiging en wringing van een 
staaf met behulp van de vergelijkingen, die aanduiden, dat 
door de verandering de samenhang van het lichaam niet 
verbroken wordt; het voorbeeld van een gebogen buis als 
toepassing van de theorie der vormveranderingsarbeid, en 
de opmerkingen, waartoe dat voorbeeld aanleiding geeft; 
standvastig en onstandvastig evenwicht, bijv. bij een water- 
pijp van een stoomketel; de stelling van het minimum der 
vormveranderingsarbeid (Castigliano); de toepassingen van 
de theorie der vormveranderinsarbeid, in het bijzonder de 
bespreking van wat plaats heeft bij de drukblokjes, die 
voor proefnemingen worden gebruikt. 

In de derde afdeeling, die over doorbuigen van platen 
handelt ; benaderingsformules, met toepassing op een recht- 
hoekige plaat; de ingeklemde elliptische plaat, de cirkel- 
vormige plaat met verschillende wijzen van belasting, 
platen van driehoekigen vorm, strooken, en platen met 
openingen. 

In de vierde afdeeling, die uitvoerig over schijven spreekt, 
wordt ook de draaiende schijf behandeld, benaderings- 

oplossingen voor schijven, en de GINGSN, die gedrukt wordt 
loodrecht op zijn as. 


Dr. BE. Poscu. Das homogene Stab-Eck. München und Ber- 
lin, R. Oldenbourg, 1919, 440 M. 

Dit boekje geeft iets nieuws op het gebied van de vast- 
heidsleer. De schrijver onderzoekt namelijk hoe de span- 
ningstoestand is in een lichaam in den vorm van een 
rechthoekig omgebogen staaf, waarvan echter de beide 
beenen zeer uiteenloopende afmetingen kunnen hebben. 
Dit onderwerp was tot nu toe nimmer behandeld; men 
onderstelde, dat het gedeelte waar het eene been in het 
andere overging, niet van vorm veranderde. Toch treden 
in den hoek spanningen op met welke men rekening 
moet houden. De schrijver onderzoekt eerst hoe de spanning 
verandert langs de lijn, die het been, waarop uitwendige 
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krachten werken, scheidt van het ingeklemde been; hi 
geeft twee tabellen met behulp waarvan de spanningslijner 
in elk bepaald geval gemakkelijk kunnen worden bepaald 

Er zijn verschillende vormen van hoeken: het eene, 
belaste been kan lang en smal zijn, het andere ingeklemde 
zeer breed, of omgekeerd. De schrijver onderzoekt de 
uiterste gevallen, waarbij de eene afmeting oneindig groot 
gedacht kan worden in verhouding tot de andere. 

In een afzonderlijk hoofdstuk geeft hij een overzicht van 
de uitkomsten, en toont aan hoe men kan zorgen, dat de 
grootste spanning binnen de gestelde grenzen blijft; daarbij 
wordt als voorbeeld een staaf gedacht in een hoek van een 
gewapend betonconstructie. 

Een volledig onderzoek van een stalen u-vorm wordt 
gegeven, waarbij het groote verschil van de optredende 
spanningen zooals de bestaande theorie (die den hoek als 
onveranderlijk van vorm beschouwt) ze gaf met die welke 
volgens de nieuwe theorie moeten aanwezig zijn. Eveneens 
wordt een dunne ijzeren inlegstaaf van een betonconstruc- 
tie nagerekend. | 

Het onderwerp is zeer belangrijk, en verdient zeer de 
aandacht van constructeurs, zoowel van gewapend beton- 
constructies als van machines. | 


Anibal Seipias Gomes de Carvalho. A Teoria des tangentes. 
antes du invengas do calculo diferencial. Coïmbra, Imprensa 
da Universidade 1919. | 

In deze dissertatie worden de voorloopers van de diffe- 
rentiaalrekening besproken, namelijk zij, die constructies 
hebben trachten te vinden voor de raaklijn in een punt, 
van een kromme lijn. | 

Reeds Eucripes sprak over een omgeschreven veelhoek, 
en definieert de raaklijn; ARCHIMEDES spreekt over de 
subtangens in poolcoördinaten bij de spiraal, APOLLONIUS 
VAN PERGA behandelde de kegelsneden en sprak daarbij 
ook van raaklijn, normaal en asymptoot. Doch eerst Drs- 
CARTES gaf in 1687 een algemeene methode — de schrijver 
geeft de toepassing daarvan door van Schooten op de con- 
choïde van Nicomedes, en vermeldt de polemiek tusschen 
Descartes, Fermat en Mersenne. 
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FeRMAT gaf eveneens raaklijnconstructies voor parabool, 
issoïde, quadratrix, eycloïde en folium. Er wordt melding 
semaakt van een in 1918 gevonden manuscript van 
3eaugrand uit 1638, bevattend een constructie. 

De methode van ROBERVAL, die bewegingen beschouwde, 
wordt afzonderlijk besproken. TORRICELLI vond dezelfde 
nethode later nog eens; BARROW gaf een andere methode. 
Dan volgen nog SLUSE, HUDDE, HUYGENS en WALLIS, 
PSCHIRNHAUS en FATIO DUILLIER als laatste groepen van 
personen, van wie de methoden betreffende raaklijncon- 
structies nog slechts geschiedkundige waarde hebben. 

De schrijver vermeldt nog met een paar woorden het 
omgekeerde vraagstuk: een kromme lijn te vinden, waar- 
van de raaklijnen aan een bepaalde voorwaarde moeten 
voldoen. 


FERDINAND WITTENBAUER. Aufgaben aus der Technischen 
Mechanik. Band L. 

Julius Springer, Berlin 1919. 

Van dit eerste deel is de vierde druk verschenen, die 
thans 843 opgaven bevat met oplossingen. 

De bedoeling van den schrijver is, door een aantal vraag- 
stukken, met eenvoudige beginnend en opklimmend in 
moeielijkheid, studeerenden in staat te stellen zich te 
oefenen. 

Achtereenvolgens worden vraagstukken gegeven over 
samenstellen van krachten, zwaartepunt, zoowel in het 
platte vlak (een aantal vakwerken, meestal dakspanten) 
als in de ruimte, virtueele verplaatsingen, evenwicht met 
wrijving, eenvoudige werktuigen, kettinglijn; beweging 
van een punt volgens verschillende wetten; beweging 
van een lichaam; arbeid, traagheidsmoment, arbeidsver- 
mogen van beweging, het beginsel van d'Alembert, draaiing, 


stoot; en ten slotte het rekenen met dimensies. 


De vraagstukken waarvoor hoogere wiskunde noodig is, 
zijn door een sterretje aangeduid. 


ST. G. ANDREWS and S. F. BENSON. The theory and 


practice of aeroplane design. 


London, Chapman and Hall, 1920, 15 sh 6. 
Dit deel uit de Directly Useful Technical Series behan- 
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delt een onderwerp, waarover nog niet veel in boekvorm 
verschenen is. Evenals de andere boeken uit deze serie, 
wil het theorie en praktijk geven. Het geeft dus niet 
alleen formules, maar ook toepassingen. 

Vooreerst worden de hoofdzaken genoemd, waarop men 
bij een vliegtuig van bepaald type moet letten : gewicht, 
eigenschappen van de draagvlakken, weerstand, vermogen 
van de schroef, stabiliteit en bestuurbaarheid. Omtrent 
deze worden eenige beschouwingen gegeven. Daarna 
worden de materialen besproken: hout, lichte alliages, 
staal, doek; in verband daarmede wordt iets over de vast- 
heidsleer gezegd. 

De eigenschappen der draagvlakken worden nagegaan ; 
daarbij worden de proeven genoemd, welke met windtun- 
nels en draaiende armen zijn gedaan, met de in formule 
gebrachte uitkomsten. Bij deze afdeeling zijn een aantal 
afbeeldingen, waaronder ook van de wervelbeweging rond- 
om een draagvlak, dat onder verschillende hoeken staa 
met de bewegingsrichting, en een aantal graphische voor 
stellingen, waaronder ook betreffende de verdeeling van 
den druk over het oppervlak van draagvlakken van be- 
paalden vorm. Omtrent die drukverdeeling zijn proeven 
genomen door Farren; het toestel daarvoor is afgebeeld. 

Een aantal draagvlakken zijn afgebeeld, welke in de 
praktijk goed hebben voldaan, met de daarbij behoorende 
graphische voorstellingen van coëfficiënten, welke betrek- 
king hebben op het vliegen 

Daarna komt weder de vastheidsleer ter sprake, en 
wel traagheidsmomenten, de afschuivende kracht en he 
buigend moment van belaste balken, trek- en drukspan- 


» 


ning in draden en staven, zooals ze bij vliegtuigen voor- 


De constructie der draagvlakken wordt volledig bespro 
ken met inachtneming van snelheidsverandering, van een 
plotselingen val, van een stoot op den grond, en van breu 
van een draad; door een toestel geregistreerde graphische 
voorstellingen van de versnelling van een paar vliegtuige 
gedurende het vliegen. 

Van de wijzen, waarop de draden bevestigd worden, 
zijn eenige afbeeldingen gegeven, terwijl een berekenin 
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wordt gegeven voor een drukstang met veranderlijke door- 
snede (met hoogere wiskunde). 

De weerstand, dien een vliegtuig ondervindt hangt af 
van den vorm van de draagvlakken en van de andere 
deelen ; bovendien is er wrijving langs het oppervlak van 
de draagvlakken; de eerste hangt af van de 2e macht 
van de snelheid, de laatste van een lagere macht. Voor 
eenige vormen van draagvlakken wordt de verandering 
van den weerstand met de snelheid grafisch voorgesteld; 
evenzoo voor verschillende vormen van lichamen van 
vliegtuigen. Proeven zijn genomen met lichamen van vier- 
kante en van ronde doorsnede, waarvan de uitkomsten 
weder grafisch zijn gegeven. De weerstand der draden 
wordt afzonderlijk nagegaan, als ook van enkele onder- 
deelen. Praktisch kan de weerstand van een vliegtuig 
in zijn geheel worden bepaald door den hellingshoek te 
bepalen bij glijding. 

Bij het samenstellen van het geraamte van het lichaam 
is het gewicht, dat gedragen moet worden, een belangrijke 
factor waarop moet worden gelet. 

Het geraamte moet dat gewicht kunen dragen maar moet 
bovendien aan verschillende voorwaarden voldoen als be- 
laste balk bij het vliegen; moet sterk genoeg zijn bij bot- 
sing op den grond; moet wringing kunnen weerstaan. 
Verschillende vormen van een geraamte worden afgebeeld. 
Tevens wordt gesproken over het afkoelend oppervlak 
van radiators en de gyroscopische werking van de machine 
en de schroef. 

Het chassis — het onderstel — heeft voornamelijk te 
lijden bij het landen; daarom worden de krachten nage- 
gaan, die daarbij kunnen optreden. Eenige vormen van 
schokopnemers worden afgebeeld. 

Een goede vorm voor de luchtschroef is door sommigen 
door berekening, door anderen door proefneming bepaald. 
De wijze van teekenen wordt aangeduid en een sterkte- 
berekening wordt gegeven. Ook de wijze van samenstellen 
wordt vermeld. 

Nadat alles besproken is wat betrekking heeft op den 
bouw, wordt de stabiliteit nagegaan, en wel wordt gelet 
op het rollen, het dompen en het schommelen. Met behulp 
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van hoogere wiskunde en graphische voorstellingen wordt 
een uitgebreid overzicht gegeven van de gevallen, die zich 
kunnen voordoen. Daarna wordt de besturing nagegaan: 
de vlakken, welke dienst moeten doen bij verandering van 
richting ; ook hierbij weder graphische voorstellingen. Dan 
wordt onderzocht wat een vliegtuig kan doen, en welk 
vermogen de machine moet hebben ; daarbij worden instru- 
menten voor het meten van de stijghoogte genoemd. 

Verder wordt het maken van een ontwerp voor een nieuw 
vliegtuig behandeld — zeer uitvoerig. Ten slotte wordt de 
geschiedenis van het vliegtuig besproken — met een groot 
aantal afbeeldingen. 

Het boek geeft een zeer volledig overzicht van alles wat 
met het vliegtuig in verband staat; de figuren zijn goed 
en duidelijk. 


R. NoGuws. Cours de mathématiques spéciales sous forme 
de problèmes. 

Paris, Librairie Vuibert. 1919. 

Deze vraagstukken zijn ten behoeve van hen, die de 
klasse der „mathématiques spéciales” volgen; zij dienen 
als voorbereiding voor de (fransche) examens in algebra 
en analyse, driehoeksmeting, analytische meetkunde, 
mechanica en beschrijvende meetkunde. 

De vraagstukken, waarbij tevens de oplossingen worden 
gegeven, volgen op elkander, zooals de theorie dit aan wijst. 
Men treft geen herhalingen aan van eenzelfde vraagstuk 
in andere vormen, maar vindt telkens een ander type. 
De oplossingen zijn beknopt en duidelijk. Het boek kan 
wel worden aanbevolen aan studeerenden. 


65 


lets over projectieve meetkunde en hare toepassing 
op de constructie van kegelsneden 


DOOR 
D. H. PRINS (Vlissingen). 


(Vervolg van bladz. 19.) 


S. De hoofdeigenschap der projectieve meetkunde. ') 


Zijn gegeven de lijn k met de punten A, B en C en de 
lijn / met de punten A’, B’ en C’, dan kunnen we heel 
gemakkelijk een projectiviteit aanwijzen, die de punten A, 
B, C van k toevoegt aan de punten A’, B’, C/ van /. Daartoe 
trekken we een willekeurige lijn m door A’ en nemen op 
AA’ een punt O aan van waaruit A, B en C worden gepro- 
jecteerd. OA, OB en OC snijden m resp. in A’, B’, C”. 
Trekken we nu de lijnen BB” en C/C”, die elkaar snijden 
in O’ en trekken O/A’, dan is: 

ABC n A’B’C’ n A/B'C’, dus ABC n A/B'C. 

We kunnen nu van een willekeurig punt D op k met 
behulp van de hier aangegeven perspectiviteiten het toe- 
gevoegde punt D' op / construeeren. 

De vraag doet zich nu voor: Is er nu slechts een pro- 
jectiviteit te vinden die de punten A, B, C op kaan A’, B’, 
C’ van / toevoegt, d. w.z. wanneer we de punten O en ©’, 
die tot op zekere hoogte willekeurig gekozen zijn, anders 
kiezen, zal dan een willekeurig punt D van k weer hetzelfde 
punt D’ van / tot toegevoegde hebben als in het hierboven 
gegeven geval? Kan die vraag bevestigend beantwoord 
worden, dan is daarmee aangetoond de fundamenteele 
stelling der projectieve meetkunde, dat een projectiviteit 
volkomen bepaald is door drie paar homologe punten. 

De volgende beschouwingen voeren ons tot het gewenschte 
resultaat : 

Op een lijn Z liggen drie punten A, B en C. We constru- 


1) We houden ons in 8 weer bezig met puntenreeksen, De 
lezer zorge voor de duale aanvulling. 


Wiskundig Tijdschrift, 17e Jaargang: fe) 
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eeren het punt P, harmonisch toegevoegd aan Bt. o. v. 
A en C, het punt P, harmonisch toegevoegd aan A t.o.v. 
B en C, het punt P, harmonisch toegevoegd aan C t.o. v. 
A en B, het punt P, harmonisch toegevoegd aan P, t.o. v. 
A en B, het punt P, harmonisch toegevoegd aan P, t.o. v. 
A en C enz. enz. Aldus ontstaat er op de lijn Z een ver- 
zameling punten A, B, C, P,, P,,..….. P„ .….. enz., zoo dat 
elk punt P met drie van de andere punten een harmonisch 
viertal vormt. Men zegt dan, dat de punten P harmonisch 
verbonden zijn. Denken we aan de wijze waarop met 
behulp van het begrip maat de ligging van een harmonisch 
puntenviertal kan worden gedefinieerd (door de gelijkheid 
van 2 verhoudingen !), dan zal het ons duidelijk worden, dat 
door tot in het oneindige door te gaan met punten P te 
construeeren, we uitsluitend punten krijgen, waarvan de 
coördinaten t o. v. A, B en C als gronddrietal rationaal 
zijn. — Vandaar, dat men de enkelvoudige oneindige ver- 
zameling van punten P noemt: de verzameling van t.o. v. 
A, B en C rationale punten op /. 

Wanneer nu drie punten A, B en C door een projectivi- 
teit verbonden zijn met drie andere punten A’, B’, C/, hetzij 
op denzelfden, hetzij op een anderen drager gelegen, dan 
zal het punt P, harmonisch toegevoegd aan B t.o.v. Aen 
C tot homoloog punt in de 2e puntenreeks hebben het 
punt P,’ harmonisch toegevoegd aan B't.o. v. A’ en C’ 
(zie 7). Hieruit volgt, dat als een punt D harmonisch ver- 
bonden is met A, B en C, het homologe punt D’ ook har- 
monisch verbonden is met A’, B' en C’, zoodat, als de punten 
A, B, C, D, E‚, .…. punten zijn van een rationale verzame- 
ling, de homologe punten A’, B’, C/, D’, E’,.... ook punten 
zijn van een rationale verzameling. 

Bestaat er nu een projectiviteit, die de punten A, Ben C 
aan zichzelf toevoegt, dan zullen alle punten van de ver- 
zameling t.o. v. A, B en C rationale punten aan zichzelf 
toegevoegd zijn. Immers is P, harmonisch toegevoegd aan 
B t.o.v. A en C en zijn A, B en C met zichzelf homoloog, 
dan zal dat ook met P, het geval zijn. Echter deze rede- 
neering is niet alleen op P, van toepassing, doch op alle 
punten die met A, B en C harmonisch verbonden zijn, 


w.t b. w. — Het bewijs, dat nu niet alleen de t.o v, A, 
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B en C rationale punten, maar ook de irrationale punten 
met zichzelf homoloog zijn, kan geleverd worden met 
behulp van een axioma, waarin het continue karakter van 
de lijn als puntenreeks wordt vastgelegd. — Aangezien 
echter deze bewijsvoering niet meer elementair genoemd 
kan worden, voeren we hier als axioma in de eigenschap, 
waarvan de waarheid na het bovenstaande van zelf inge- 
zien wordt: 

Bestaat er een projectiviteit, die drie punten A, B en C 
aan zichzelf toevoegt, dan wordt daardoor elk ander punt 
van de lijn (dus ook die met irrationale coördinaten) aan 
zichzelf toegevoegd. 

Nu kan de vraag, aan het begin van deze paragraaf 
gesteld, bevestigend beantwoord worden. Immers veron- 
dersteld, dat er nog een tweede projectiviteit bestond, die 
A’, B, C’ op ! toevoegt aan A, B, C op k, zoodat dus de 
eerste projectiviteit aan (ABCD) (A’B'C’D’), de tweede aan 
(ABCD) (A/B/C/D) toevoegt, dan is dus 

An B’, C/ D’ A A, B’, € D”, 
wat in strijd is met het feit, dat twee projectiviteiten, die 
die drie punten aan zichzelf toevoegt, alle punten van de 
lijn aan zichzelf toevoegt. 

Dus: Er is steeds één, maar nooit meer dan één projec- 
tiviteit, die drie gegeven punten aan drie andere toevoegt. 

Met behulp hiervan nu bewijzen we: 
puntenreeksen 


1. Wanneer twee niet-collocale StratenHundets 


pro- 


het snijpunt 
de verbindingslijn 


punt _ reeks 
beschouwd als straal en de eene Sanden toegevoegd aan 


jectief zijn, en der beide dragers is, 


reeks 


aan zichzelf, beschouwd als van de andere Bundel 


baal 
se puntenreeksen 5 
dan zijn de stralenbundel Sahdels perspectief. 
puntenreeksen A, B,C,., 
stralenbundels a, b, c,.. 
en DE r NEF A als A’ 
Balen ren —, waarbij dan SS, zoowel door PAS 
wordt aangegeven, dan is de projectiviteit door 3 paar 


Zijn EE en Sp de dragers van de 
5, 
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lijnen BB’ en CC’ 
punten bb’ en cc’ 
snijpunt O Trek OA (of OA’, hetzelfde !) Tr 
verbindingslijn o° Snijdto met a (of a’, hetzelfde !) 
1R/(V 

ae perspectief met ek ie ee an 0), De door de 
drie paar homologe elementen bepaalde projectiviteit is 
dus een perspectiviteit, w. t. b. w. 

Het zal den lezer nu duidelijk zijn, waarom we in de con- 
structie in het begin van deze paragraaf gegeven juist door: 
A’ een lijn m trokken om toen op AA’ het punt O te kiezen, 

Zijn in bovenstaande eigenschap de dragers even- 
wijdig, zoodat dus het oneigenlijke punt van beide dragers 
aan zichzelf is toegevoegd, dan heeten de puntenreeksen 
gelijkvormig. Uit de figuur leest men gemakkelijk af‚ dat 
dan de segmenten tusschen homologe puntenparen even- 
redig zijn. In het algemeen zijn twee projectieve punten 
reeksen gelijkvormig, als het oneigenlijke punt van de een 
toegevoegd is met het oneigenlijke punt van den ander. — 
Men merke op, dat deze laatste toevoeging niet voor duale 
omvorming vatbaar is. De oorzaak hiervan is gelegen in 
het feit, dat we door onderscheid te gaan maken tusschen 
eigenlijke en oneigenlijke punten, de bestaande dualiteit 
in definities en axioma’s verbreken. 

Een projectieve verwantschap tusschen collocale 


homologe elementen bepaald. De hebben 


tot 


puntenreeksen 4 
RATE kan dikwijls worden geconstateerd met 
behulp van de volgende eigenschap: 
punten ABCD . RR | 
2. Een Kralen viertal AEK projectief met dat, het- 


welk men verkrijgt door 2 der elementen onderling te 
verwisselen en tegelijkertijd ook de 2 andere elementen, 
pe ABCD _— K CDAB A 
Ne DA gezien een projectiviteit door 


5) ek homologe elementen bepaald is, is door de beide 


punt 
len 


viertallen een projectieve verwantschap tusschen 


puntenreeksen 


collocale stralenbundels 


vastgelegd. 


69 


Ten einde deze stelling te bewijzen, kiezen we een 
punt P, dat BOD punten 
lijn p,‚ die door stralen 
ligt projecteeren punt van uit P 
gaat 5 snijden let WOE Eat pna 
projecteerende stralen gesneden door 

snijpunten ORO geprojecteerd van uit 
door A gaande lijn s snijpunten 
op a gelegen punt S' MATE ele 
PBaPC: PD met: EEG ‚ED de lijn 
pb, pc, pd van uit S ELK eg’ terwijl ed van uit 
PC snijdt in Q ABCD n AEFG 
pe geprojecteerd wordt door q’ __abed K aefg 


(centrum E) EE AEFG a CQEP (eentrum D) En CQEFP 


den drager van het gegeven 


viertal 


De 


een willekeurige 


van 


dan is 


(as p) aefg n cqfp (as d) cqfp 
” CDAB (centrum E) d ABCD n CDAB 
n cdab (asrehat’ US bed A edab ° 


9. De projectieve ontstaanswijze der kegelsneden. 


puntenreeksen A, B, C,.. 
stralenbundels a,b,c, 


Zijn gegeven twee projectieve 


BA SB0, verbindingslijnen 
eaf Wd dan vormen de snijpunten van elk 
punten stralenbundel 


paar homologe van de 2e orde. 


stralen °° puntenreeks 


Een dergelijke EEE heeft de eigenschap, dat 
door een willekeurig punt 5 _ stralen 
op een willekeurige lijn s sE punten 
STUN Immers door & te BOR TOAD met Soes Geen 
liggen’ 5 snijden abos en 
BBC ae. stralenbundels … 
A —, ontstaan twee collocale puntenreeksen ’ die 


ions de hoofdeigenschap der projectieve meetkunde 
hoogstens twee dekelementen hebben, d. w.z. dat er hoog- 
lijnen AA’, BB’, CC/, enz. door het punt S 


stens twee der punten aa’, bb’, cc’ enz. op de lijn s 


gaan 
liggen’ 
Beschouwen we gemakshalve in het hier volgende weer 
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eerst een der beide duale figuren: de puntenreeks van de 
Je orde. Zij gegeven een stel projectieve stralenbundels 
a,b,e,... (drager O) en a/,b’‚c’,... (drager O0’ en noemen 
we de snijpunten van a en a’ A, van b en l/ Benz. De lijn 
OO’ kunnen we dan beschouwen als straal van den bundel 
O zoowel als straal van O’. Als straal van O is er een 
andere straal van O’ aan toegevoegd. Het snijpunt van OO’ 
met die er aan toegevoegde straal van O’ is een punt van 
de puntenreeks. Dit punt is het punt 0’ zelf. — Uit deze 
redeneering volgt dus, dat de dragers O en O’ der beide 
stralenbundels ook punten van de puntenreeks, die door 
die bundels bepaald is, zijn. — Zijn # en «/ de stralen uit 
de bundels O en O’ toegevoegd aan OO’, achtereenvolgens 
als straal van O en van O0’ opgevat, dan valt omtrent « 
en x/ het volgende op te merken : 

Elke straal van een der beide bundels heeft 2 punten 
met de puntenreeks gemeen, nl. den top van den bundel 
en het punt waarin die straal zijn toegevoegde snijdt 
Op « en x/ vallen die punten samen, m.a.w. de lijnen x 
en x/ hebben twee samenvallende punten met de punten- 
reeks van de 2e orde gemeen. Zulk een lijn heet een 
raaklijn aan de puntenreeks van de 2e orde. Zoo is # de 
raaklijn in O en 2/ die in O’. 

Zijn nu in plaats van 2 projectieve stralenbundels 5 vrij 
gelegen !) punten O,,0,, 03, 0, en 0; gegeven, dan bepalen 
ook die minstens één puntenreeks van de 2e orde. Immers 
we kunnen 2 der punten, b.v. O, en O,, tot dragers van 
de bundels O, (0;0,0;) en O, (05040 ;) kiezen, door welke 
beide bundels volgens de hoofdeigenschap één en niet meer 
dan één projectiviteit is bepaald. — De doorsneê dier pro- 
jectieve bundels levert dan de gezochte puntenreeks. — 
Echter kunnen we ook 2 andere punten tot dragers kiezen. 
De vraag rijst nu: wordt daardoor een andere of dezelfde 
puntenreeks bepaald? — De volgende eigenschap brengt 
de oplossing: 

Een puntenreeks van de 2e orde wordt uit elk tweetal 
harer punten door projectieve stralenbundels geprojecteerd. 

Zij gegeven een puntenreeks van de 2e orde door O,, Os, 


1) Vrij gelegen d.w.z, geen drie dier 5 punten liggen op een 
rechte, 


il 


Os, Os, Os, geconstrueerd uit O, en O, als dragers der 
projectieve bundels *), dan is dus te bewijzen, dat een 
beweegbaar punt P van de puntenreeks uit b.v. O; en O, 
door 2 projectieve bundels wordt geprojecteerd, dus 
Os(P)nAO,(P). Uit het gegeven 0,(0,0,0;P) n 0,(030,0;P) 
volgt door snijding van de bundels resp. met O,P en O,P, 
dat (Os’0,0,;’P) n (0O,0,”O;s”P) (O,’ is ’t snijpunt van 0,03 
met PO,, Os’ dat van 0,0; met PO,, 0,” en O0,’ die van 
0,0, en 0,0; met PO;). Het centrum van perspectiviteit 
is S, het snijpunt van O;’0O; d.i. 0,0, met 0,0,” d.i. 0,0, — 
Dit punt is onafhankelijk van de ligging van P, d. w. z. 
0;’0;” gaat voor elk punt P van de puntenreeks steeds 
door S, dus 0,’ en O;” beschrijven, als P zich beweegt op 
0,0, en op 0,0; perspectieve puntenreeksen, die uit O, 
en O; geprojecteerd de dus projectieve bundels O, (P) en 
Os; (P) opleveren, w. t. b. w. 

Uit deze eigenschap volgt, dat de beide puntenreeksen 
van de 2e orde door O,....O; ontstaan uit O, en Os als 
dragers en uit O, en O, als dragers alle punten gemeen 
hebben, aangezien, zoodra eenmaal de dragers gekozen 
zijn slechts één puntenreeks wordt gevonden. 

Derhalve: door 5 vrij gelegen punten is één en niet meer 
dan één puntenreeks van de 2e orde volkomen bepaald. — 
Waar we hierboven vonden, dat een puntenreeks van de 
2e orde in de dragers van de bundels een raaklijn bezit, 
kunnen we dit nu uitbreiden tot: 

Een puntenreeks van de 2e orde heeft in elk punt één 
en niet meer dan één raaklijn. 

Aan de hand van volkomen duale beschouwingen leidt 
men af‚ dat, wanneer twee projectieve puntenreeksen 
ABC... en A/B'C’... gelegen op de dragers o en o’ een 
stralenbundel van de 2e orde bepalen, o en 0’ ook stralen 
van dien bundel zijn; dat door elk punt van o en door elk 
punt van o/ 2 stralen van den bundel gaan, die voor de 


1) Om het teekenen der figuren te vereenvoudigen, wordt 
hier zonder bewijs medegedeeld, dat de puntenreeks van de 
2e orde een kegelsnede, de stralenbundel, de verzameling raak- 
lijnen van een kegelsnede is. Men teekene dus eerst b.v. een 
ellips enz. 
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punten X en X’ samenvallen; Xen X’ heeten dan raakpunten; 
dat, als o en o’ twee willekeurige stralen zijn van een 
stralenbundel van de 2e orde en p een veranderlijke, 
o(p) n o’(p); dat een stralenbundel van de 2e orde door 
5 harer lijnen bepaald is, en dat op elke lijn van een 
stralenbundel steeds één maar nooit meer dan één raak- 
punt ligt. 

Zijn nu van een puntenstelsel van de 2e orde gegeven 
de 4 punten O,, O,, O, en O,, en kiezen we b.v. O, en Os 
tot toppen van de bundels uit welker doorsnijding de 
puntenreeks ontstaat, dan is er voor het bepalen van de 
beide bundels een gegeven te kort. Dit is te herstellen door 
een 5e punt te geven, maar ook door in O, de raaklijn O, 
te geven. Immers dan kennen we drie stralen van de 
bundel O,: 0, O, O; en O,O, met hun toegevoegden uit 
de bundel O,: resp. Os O,, Os Os en O, O,, m. a. w. een 
puntenreeks van de 2e orde is volkomen bepaald door 4 
punten en 1 raaklijn. De lezer ga na, hoe we het punt 0, 
ook kunnen missen indien de raaklijn in O, bekend is, 
m.a.w. een puntenreeks van de 2e orde is volkomen be- 
paald door 3 punten en 2 raaklijnen. — Duaal hiertegen- 
over staat weer, dat een stralen bundel volkomen bepaald 
is door 4 lijnen met 1 raakpunt en door 3 lijnen met 2 
raakpunten. 

Ten slotte legt de volgende eigenschap, waarvan we het 
le deel bewijzen om de duale omvorming aan den lezer 
over te laten, een zeer nauw verband tusschen puntenreeks 
en stralenbundel van de 2e orde. 


De raaklijnen van een SLEE van de 2e orde 
punten stralenbundel 
vormen een sE van de 2e orde. 
puntenreeks 
De voor de hand liggende methode om deze eigenschap 
af te leiden zou zijn uit te gaan van 5 punten O,...0; 1) 


van een puntenreeks van de 2e orde en de 5 bijbehoorende 
raaklijnen O,...0O; en uitde projectiviteit O, (Os O, Os) n 
Os (O5 0, Os) af te leiden o, (03 04 0) V 03 (03 04 0;). Echter 
krachtens de hierboven gemaakte opmerking kunnen we 


1) Zie de noot op de vorige bladzijde, 


(3 


ook uitgaan van 4 punten O,...O, en de 4 raaklijnen en 
bewijzen dat uit de projectiviteit O, (O,0,0,) v O, (0,030) 
volgt o, (o, 03 04) A 03 (0, 03 04). (De straal O, O, is dan de 
raaklijn o, en het punt o,o, het punt O, op de raaklijn o,). 
Ten slotte zouden we zelfs aan 3 punten reeds voldoende 
hebben, door uit O, (O, Os O3) A Os (O, Os Os) af te leiden 
04 (04 03 03) A 02 (0, 09 03) De afleiding met behulp van 4 
of 3 punten is het eenvoudigst en wij zullen hier dan ook 
van 4 punten gebruik maken. 

Zij dus gegeven 4 punten O,...0O, van een puntenreeks 
met de 4 raaklijnen o, ... o,, dan zal eerst worden bewezen : 

Het snijpunt van twee raaklijnen, en het snijpunt der 2 
andere raaklijnen liggen op een der lijnen die de diagonaal- 
punten van den volledigen vierhoek O, O0, 0; 0, twee aan 
twee verbinden. Dus b.v. de punten o, 0, en 0; o, liggen 
op de lijn die het snijpunt van O,O; en O, O0, verbindt 
met dat van O, O0, en O, O;. Om te bewijzen dat drie pun- 
ten colineair zijn kunnen we dikwijls — in ons geval ook 
— met vrucht gebruik maken van de eigenschap dat de 
snijpunten van homologe stralen uit perspectieve bundels 
colineair zijn. 

Beschouwen we daartoe de bundels O, (O0; O0, 0, O,) en 
O,(O,0,0,0O,) die als ze projectief verwant zijn ook 
perspectief zijn om dat ze dan de aan zichzelf toegevoegde 
straal gemeen hebben. Hun projectieve verwantschap volgt 
onmiddellijk uit het feit dat O,...O, punten o, en o, raak- 
lijnen van een puntenreeks van de 2e orde zijn. Immers 
O, (Os 0, O, O) A O;(O3 0,0, O,) de beide bundels O, 
(Os O4, O, O,) en O, (O, O, O, Os) zijn collocaal en volgens 
de laatste eigenschap uit 8 projectief, dus ook O, (0O,0,0,0,) 
A O,(O, 0; 0, O,) waarmee bewezen is, dat de lijn die 
het snijpunt van O, O0, en O, O0, met dat van O, O, en 0, 
O; verbindt het snijpunt van o, en o, bevat. Uitgaande van 
de bundels die O, en O, tot drager hebben bewijzen we 
dat ook het snijpunt van o; en o, op die lijn ligt. De 
hier bewezen hulp-eigenschap luidt in een meer alge- - 
meene vorm: 

De diagonaalpunten van een volledigen vierhoek, waar- 
van de hoekpunten punten zijn van een puntenreeks van 
de 2e orde, liggen op de diagonalen van de volledige 
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vierzij waarvan de zijden de raaklijnen in die 4 hoekpun- 
ten zijn. 

Het bewijs dat o, (o, 0, 03 04) A 03 (04 03 03 04) is nu zeer 
eenvoudig. Immers o, (o, 0, 03 04) A 0, (09 0, 04 03) (volgens 
de eigenschap uit 8.) De puntenreeksen 0, (o, 03 03 04) en 
o, (0, 0, 04, 03) hebben het punt o,0, gemeen, terwijl de 
verbindingslijnen der overeenkomstige punten volgens de 
hulpstelling concurrent zijn (die verbindingslijnen zijn: 
0,0, en 2 diagonalen van de volledige vierzijo, 03 03 04). 
Dus os (o, 09 03 04) A 0, (03 0, 04 03) waaruit in verband met 
0, (0, 02 03 04) A O4 (03 0, 04 03) het gestelde volgt 

We zullen nu nog hebben na te gaan, dat de kromme 
lijn, welker punten een puntenreeks van de 2e orde en 
welker raaklijnen een stralenbundel van de 2e orde vormen, 
inderdaad de kegeisnede is. !. 

Hiertoe merken we op : in de eerste plaats, dat de kromme, 
die de eigenschap heeft, dat een rechte ten hoogste 2 
(reëele) punten er mee gemeen heeft, analytisch gedefi- 
nieerd kan worden, als de kromme van den 2en graad: 

Ax? +2Bay + Cy? +2Daz 4 2Eye Fe? =0 . . (9) 

Duaal hiertegenover staat de lijnenverzameling van den 

2en graad: 


Au? +2Buv + Co? + 2Duw + 2Evw J Fw? =0. . (102 
die met elk punt (stralenbundel) ten hoogste 2 (reëele) 


lijnen gemeen heeft. Immers de vergelijking van een punt 
(beschouwd als drager van een stralenbundel) is 


Au J Bo + Cw 0% A TELE 


en de vergelijkingen (10) en (11) hebben hoogstens 2 stel 
reëele wortels gemeen. 

Rest ons nog aan te toonen, dat de verzameling raaklijnen 
van (9) in lijncoördinaten uitgedrukt van den vorm (10) is 
en omgekeerd, dat de verzameling raakpunten van (10) in 
puntcoördinaten van den vorm (9) is. 

Beide bewijzen volgen hier: 


1) Een meer afdoend bewijs van de volgende opmerkingen 
vormen, kan gegeven worden door voor projectieve verwantschap 
een analytische betrekking op te sporen. Dit blijve echter, om 
meerdere uitwijding te voorkomen, achterwege. 
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1. Wanneer is ur d-vy +wz=0 een raaklijn van (9)? 
De vergelijking van een raaklijn aan (9) in ’t punt (x,y,z), 
die gevonden kan worden door de raaklijn te definieeren 
als de verbindingslijn van twee samenvallende punten der 


kromme is: 
fs, +yf'y, +zf'z, ROL 
(Aa, +By,+Cz)a (Ba, Cy, +Ez )yt-(De, +Ey,+Fz,)z=0. 
Deze lijn valt samen met uw + vy + wz =0, als 
Ax, +By,‚+Cer _ Br, +Cy,+Ez, _ De, +Ey, +Fz, 
u v w 
Stel deze verhouding =k, dan moet gelden: 
Ax, + By, + Dz, — ku =0 
Bx, + Cy, + Ez, —kw =0 
Dax, + Ey, + Fz, — kw=0 
uw, + vy, + Wz, —=0 

De betrekking tusschen u, v en w moet nu onafhankelijk 
zijn van (@, y, 2,) en wordt dus gevonden door x,, 4; en z, 
uit (12) te elimineeren, waardoor ontstaat : 

A B D —u 
B C EE —v 
D E PF —w 
Ue Vee wann 0 
(CE—E®)u? + 2(DE—BF) uv + (AF—D?)v? + 2(BE—CD)uw + 
+2(BD—AB) vw (AC—B?)w?=0 . . . (13) 
welke vergelijking inderdaad van den vorm (10) is. 

2. Evenzoo geven we antwoord op de vraag: Wanneer 
zal het punt au yv +-zw == 0 raakpunt zijn op (10)? 
Analoog met bovenstaande redeneering zien we in, dat de 
vergelijking van het raakpunt op de lijn u,v, w, (d.i. het 
snijpunt van 2 samenvallende lijnen !) tot vergelijking heeft : 

(Au, + Bv, + Dw) u + (Bu, + Cv, + Ew)v + 
+ (Du, + Ev, + Fw‚)w=0. 
Dit punt valt samen met vu + yv + zw, als 
Au, +Bv, +Dw, __ Bu, +-Cv,+Ew, __ Du, +Ev, +Fw, 
x y z 
waarna we op dezelfde wijze als boven tot de duale 
conclusie komen. 

De kromme van den Zen graad heeft blijkens het boven- 

staande dus raaklijnen, waarvan er hoogstens 2 reëele door 


(12) en ten slotte ook 


il, of : 
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een willekeurig punt gaan. Men noemt zulk een kromme 
er een van de 2e klasse, zoodat -we onze conclusie ook als 
volgt kunnen formuleeren : 


den 2en graad . de 2e klasse 


Elke kromme van de 2e klasse Va gen Zen graad’ 
. $ puntenreeksen 
Hiermede is dus aangetoond, dat de stralenbinnennen de 


den 2en graad 
de 2e klasse 
Hun duaal verband is nu ook analytisch vastgesteld, en 
we hebben den titel van deze paragraaf: de projectieve 
ontstaanswijze der kegelsneden, gerechtvaardigd. 


2e orde behooren tot de krommen van 


10. De projectieve ontstaanswijze van de ontaardingen 


der krommen van de 2e eerd : 
klasse 


Als de eerste leden van de vergelijkingen (9) en (10) 
ontbindbaar zijn in twee verschillende of gelijke lineaire 


factoren ontaardt de kromme van de 2e „graad in een 
klasse 


rechten 
punten 


paar verschillende of samenvallende . Kunnen we 


puntenreeksen 
Ístralenbundels 
gebeuren ? m.a. w. Geven de Sm die twee projectieve 
stralenbundels puntenreeks 


puntenreeksen S°een hebben steeds een stralenbundel 


van de 2e orde? Wanneer de sehmilhdek | collocaal zijn 
puntenreeksen 


snijpunten 
verbindingslijnen 


dit nu ook bij onze van de 2e orde zien 


niet, dan toch vallen de van de homologe 


puntenreeks 
bundel 
en treedt dus de 2e ontaarding op. Zijn ten slotte de beide 


Eed perspectief dan hebben ze gemeen, in de 


elementen alle samen met den drager van de 


eerste plaats een en terwijl de 
punt 


snijpunten 


verbindingslijnen der 


stral Ì 
ACN alle —P_ een tweede RED 
punten door punt gaan 


Hier treedt dus inderdaad ook de le ontaarding op. 


homologe 


11. Metrische beschouwingen. 
De vraag zou nu kunnen rijzen, hoe onderscheiden we 
puntenreeks 


stralenbundel 
typen der kegelsneden: ellips, parabool en hyperbool. 


Deze onderscheiding kan in de projectieve meetkunde niet 
gemaakt worden, want zij berust op de vraag: hoe ligt de 
puntenreeks 
stralenbundel 
rechte? en daar we (zie 1) geen onderscheid maken 
tusschen eigenlijke en oneigenlijke elementen is een zuiver 
projectieve beantwoording uitgesloten. Wel kunnen we 
enkele opmerkingen maken die voor het volgende van be- 
_ lang zijn, maar niet zonder de oneigenlijke rechte in te 

voeren, waardoor het duale verband verbroken wordt. 


nu bij de van de 2e orde de drie hoofd- 


van de 2e orde t. 0. v. de oneigenlijke 


ad. Een hyperbool ontstaat als er twee paar homologe 
stralen // loopen (waarom kunnen er nooit meer dan 2 paar 
homologe stralen // zijn?) Dit zal steeds het geval zijn als 
de volgorde der elementen in de eene bundel tegengesteld 
is aan diein de andere bundel. De paren homologe // stralen 
bepalen dan de asymptotische richtingen. 


…_b. Een parabool ontstaat als slechts één paar homologe 
stralen // loopen die de asrichting aangeven. Door het 
raaklijnenstelsel van de parabool te beschouwen, hetwelk 
ook de oneigenlijke rechte bevat. zien we in, dat een 
parabool ook ontstaat door de homologe punten van 2 pro- 
jectieve gelijkvormige puntenreeksen te verbinden. 


c. Een ellips ontstaat als geen paar homologe stralen // 
loopen. 


d. Een cirkel ontstaat als le. de volgorde der elemen- 
ten in de eene bundel gelijk is aan die der elementen in 
de tweede bundel en 2e. de hoek tusschen 2 elementen in 
de eene bundel gelijk is aan dien tusschen de homologe 
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elementen in de andere bundel. ') (Denk aan de stelling 
omtrent omtreks hoeken !) 

De lezer bewijze, dat wanneer 2 bundels een hyperbool 
bepalen, maar overigens voldoen aan d 2e. die hyperbool 
gelijkzijdig is. 


12. Constructies. 
In het voorafgaande zagen we reeds, dat een kegelsnede 


punten 

raaklijnen 
dit uit het feit dat de vergelijkingen (9) en (10) 5 onderling 
onafhankelijke parameters bezitten, dus dat er in het alge- 
meen 5 onderling onafhankelijke en niet-strijdige lineaire 
vergelijkingen noodig zijn voor het bepalen van die para- 
punten 
lijnen 


door 5 volkomen bepaald is. Analytisch blijkt 


meters. Zijn van een kegelsnede gegeven de 5 


CHR PED EEBACH Ys 2) 
(u,v, wi)... (ws Vs ws) 


5 waarden in (9) met Ae zelf mee 6 vergelijkingen. 


dan geeft het substitueeren van die 


(10) 
Eliminatie der parameters geeft dan voor de kegelsnede, 
die wij zoeken 


o? 2aoy y? 2az2yz z? 
Er ZOT AREN Zi 
=—=0(14) en 
WED de niin zz? 
u° Zuv v? uw Wow w? 
u° 2uv, w,? 
‚_|s=0(15) 
UE Ee er. ws? 


1) Twee zulke stralenbundels heeten congruent (Waarom ?) Wat 
nu te verstaan onder congruente puntenreeksen ? 
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Wat nu de constructie der kegelsnede uit de 5 gegeven 
punten 
raaklijnen 
als toepassing van de theorema’s van Pascal en Brianchon 
bekend. !) 

De grondgedachte, waarop onze constructie van meerdere 
Aen der kegelsnede, als er 5 gegeven zijn, berust, is 
de ons bekende, dat elke projectiviteit opgevat kan worden 
als een keten van perspectiviteiten. In een perspectiviteit 
toch zijn homologe elementen gemakkelijk te construeeren. 
Twee homologe elementen zijn concurrent of collineair 
met de as resp. het centrum van perspectiviteit, al naar 
gelang we te doen hebben met perspectieve stralenbundels 
of puntenreeksen. 

We zullen nu nagaan, of de projectief-meetkundige 
constructie van meerdere punten (lijnen) van een kegel- 
snede, als er 5 gegeven zijn, eenvoudiger of minder een- 
voudig is in de uitvoering dan die, waarbij we gebruik 
maken van de stelling van Pascal (Brianchon). 

1. Stellen we voorop het geval, waarbij weer gegeven 
zijn de 5 punten O,...0O, en nemen we O, en O, als 
dragers van twee projectieve stralenbundels, waarvan de 
homologe elementen gaan door Os, O0, en O; op de wijze 
zooals hierboven reeds is aangegeven.) We zullen nu 
moeten zoeken naar een stralenbundel, die met O, (Os O, O;) 
zoowel als met O, (O, O4 O;) perspectief is, d. w. z. die met 
beide bundels een element gemeen heeft. De drager van 
dien gezochten bundel moet dus liggen op het snijpunt 
van 2 niet homologe stralen der bundels O, en O,. Nade 
opmerking gemaakt te hebben, dat er 3 x 2=6 van die 
snijpunten te vinden zijn (elk van de stralen O,0;, 0,04, 
0,0; kan gesneden worden met 2 der stralen uit den 
anderen bundel), kiezen we er een uit, b.v. het snijpunt S 
van O,O; en 0,0,. Bezien we nu den bundel S(O;04,0;), 
dan is die perspectief met O, (O;0,0;), omdat SO; en 0,0; 
(2 homologe stralen)samenvallen. De as van perspectiviteit 


aangaat, veronderstellen we die, welke geschiedt 


1) vgl. Schuh. Grepen uit de Moderne Meetkunde No. 240—248, 
2) De lezer teekene zelf de figuur 


re mn 


S0 


wordt nu gevonden door de snijpunten van SO, en 0,04, 
SO, en O,0,, m.a.w. de punten O, en O, te verbinden. — 
Evenzeer is 5 (0,;0,0;) perspectief met O, (O,0,0;), omdat 
de stralen SO, en 0,0, samenvallen; de as van perspec: 
tiviteit is hier de lijn O,O,. 

Indien we nu een 6e punt van de kegelsnede wenschen 
te construeeren, trekken we door O, een willekeurige 
straal, die de perspectiviteits-as O,O, snijdt in een punt 
P,, dat met S verbonden de in den bundel S(O,0,0;) 
toegevoegde straal oplevert. — Brengen we deze straal 
tot snijding met de perspectiviteits-as 0,0, en verbinden 
we dat snijpunt P, met O,, dan is O,P, toegevoegd aan 
SP, of, wat hetzelfde is, aan SP,, dus ook aan O,P,. Het 
snijpunt van de in de beide oorspronkelijke bundels 
0, (050,0) en O, (0,0,0;) aan elkaar toegevoegde stralen 
O,P, en O,P, geeft nu een nieuw punt van de kegelsnede. 

Zijn daarentegen 5 raaklijnen o, .…. o; gegeven en be- 
schouwen we o, en o, als dragers van twee projectieve 
puntrijen, waarvan de homologe elementen liggen op 
03040; , dan zullen we moeten zoeken naar een puntrij, 
die perspectief is met de puntrijen o, (o40,0,) en o, (030405), 
d.w.z. een puntrij, die met deze puntrijen een element 
gemeen heeft. De drager van die puntrij moet dus gaan 
door 2 niet homologe punten van de puntrijen o, en 0. 
Er zijn weer 6 van die lijnen te vinden. Wij kiezen de 
lijn s, die de punten o,o; en o,o, verbindt. Bezien we 
nu de puntrij s(o;0,0;), dan is die perspectief met 
0, (03 04 0;), omdat so, en 0,0; (2 homologe punten) samen= 
vallen Het centrum der perspectiviteit vinden we door 
de verbindingslijnen van de overige paren homologe pun- 
ten: so, en o0,0;, so, en o,0o,, m.a. w. de lijnen 03 en 04 
te snijden. Evenzeer is s(o40,0;) perspectief met o,(0,0,0;), 
omdat de punten so, en o,o; samenvallen, het centrum van 
perspectiviteit is nu het punt o,0;. 

Willen we nu een 6e lijn van de kegelsnede construeeren, 
dan nemen we op o, een willekeurig punt o,p, en ver- 
binden dat met het perspectiviteitscentrum 0304, welke 
verbindingslijn s# snijdt in een punt sp,‚. Nu is sp, ins toe- 
gevoegd aan o,p, in o,. Verbinden we nu sp, met het 
perspectiviteitscentrum 0,0; (verbindingslijn p,) en snijden 
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die met o,, dan is o,p» in o, weer toegevoegd aan sp, of 
wat hetzelfde is sp, in s. Dus is de verbindingslijn van op, 
en o,p, de gevraagde lijn, omdat dit in de beide oorspron- 
kelijke puntrijen toegevoegde punten zijn. 

Om nu deze constructies te kunnen vergelijken met die 
welke een toepassing zijn van de stellingen van Pascal 
en Brianchon, gaan we de figuur bezien, ten einde na te 
gaan, welke lijnen absoluut noodzakelijk zijn, als het ons 
er slechts om te doen is een punt te construeeren zonder 
op de verklaring der constructie in te gaan. 

1. In het eerste geval zijn noodig voor constructie van S 
0,0; en 0,0, voor toepassing van de beide perspectivi- 
teiten, de bijbehoorende perspectiviteitsassen 0,0, en 0,0, 
en verder voor elk te construeeren punt een straal door 
O, de homologe door S en de daaraan weer homologe door Os. 
Voor de constructie van » punten dus 4 x 3n constructie- 
lijnen. — Dit nu komt overeen met het aantal constructie- 
lijnen dat we gebruiken, indien we de stelling van Pascal 
toepassen. *) Hieruit alleen blijkt reeds de technische gelijk- 
waardigheid van de beide constructiemethoden. Een blik op 
de figuur zal dit nog verduidelijken. Noemen we het snijpunt 
van O,P, en O,P, O,, dan kunnen we O,....0, in een 
willekeurige volgorde nemen voor hoekpunten van een in 
een kegelsnede beschreven zeshoek. S is het snijpunt van 
Ben OOP van OOsren.0504, P.van 0,0, en 
O,O;, zoodat P,P, een Pascalsche rechte is van zeshoek 
0,050,050,0,. Hadden we dus op de punten O,... 0; 
in de hier aangegeven volgorde de stelling van Pascal 
toegepast: een nieuw Punt zoekende op een lijn door O,, 
dan was dezelfde figuur ontstaan. Voor een nieuw punt 
op een andere lijn door O, met behulp van een nieuwe 
Pascalsche rechte zijn dan weer 3 lijnen extra noodig. 

(Wordt vervolgd.) 


1) De lezer ga dit zelf na. Vgl, Schuh No. 507. 
Wiskundig Tijdschrift, 17e Jaargang. 6 
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De deelbaarheid der onevene getallen 
DOOR 
R. H. F. SIKKES (Velp). 
(Vervolg van Jaargang XVII, blade. 35.) 


Wij wezen reeds op de analogie met 11. Evenals daar, 
vinden we ook hier de verklaring voor deze methoden door 
eene dergelijke figuur (Fig. 3), daar we ook bij 101 de lijnen 
van 10, enz., voorzoover ze bij 101 voorkomen, eveneens hoofd- 
lijnen, en de daarop betrekking hebbende formules hoofd- 
formules kunnen noemen, — omdat de toepassing van al 
deze formules even gemakkelijk is. 

Voorzoover ze bij 101 voorkomen. Inderdaad ontbreekt 
reeds de hoofdlijn 1, wijl de grondformule van 101 is : v — 10e; 


Fig. 3. 
—- 10.000.000 te. Beene veins H 
O | ; 
iS 
1000 3 9 
se Gd Ve 
SS ile | 2: , 
Xie OO 
0 SS ye 
STE ze sE | 
=3 ed 
—10 ee A B 
je el 
— 100.000 4 ee F 
101 


en wanneer wij dezelfde hoofdlijnen met dezelfde letter — 
aanduiden als in Fig. 2, dan ontbreekt dus vooreerst de 
lijn A. Maar vervolgens valt ook beurtelings eene letter 
uit, zoodat wij alleen te doen hebben met de, laat ons zeg- 
gen, evene letters: no. 2, 4, 6, enz. 
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De eerste hoofdlijn is derhalve overeenkomstig de for- 
mule v — 10e de hoofdlijn 10(B) beneden den evenaar. 

Van deze lijn weder over den evenaar teruggaande, 
komen we op eenen afstand van 10 X 101 op de tweede 
hoofdlijn D, d. í. op lijn 1000 boven den evenaar, wijl wij 
eerst na 10 X1 lijnen op den evenaar komen en dan nog 
den afstand van 10 X 100 lijnen hebben af te leggen. 

Vervolgens weder over den evenaar teruggaande, vinden 
we als derde hoofdlijn F de lijn 100.000 beneden den evenaar, 
wijl wij van D eerst na 1000 Xx 1 lijnen op den evenaar 
komen en dan nog eenen afstand van 1000 X 100 lijnen 
moeten afleggen, om weder eene hoofdlijn (op — 100 000) te 
bereiken, daar elke schrede 101 lijnen is. De afstand tus- 
schen D en F is dan —= 1000 x 101; enz. — 

De opvolgende hoofdlijnen, bij 11 elkanders tienvouden, 
zijn hier elkanders honderdvouden; vandaar de reden, dat 
dezelfde regels, die bij 11 voor de enkele cijfers gelden, bij 
101 hunne toepassing moeten vinden bij de dubbeltallen : 

le. uit de reeks der negatieve formules v — 10e, v — 100.000e, 
v — 1.000.000.000e, enz. volgt, dat men van eenig getal naar 
verkiezing of het eerste dubbeital, of de eerste drie-, vijf-, 
enz., in het algemeen een oneven aantal dubbeltallen aan de 
regter zijde kan wegnemen en van het voorgaande deel 
v aftrekken (*) ; 

2e. uit die der positieve formules v + 1000e, v + 10.000.000e, 
enz. daarentegen, dat men van eenig getal naar verkiezing 
de eerste twee-, vier-, zes-dubbeltallen enz., dus in het 
algemeen een even aantal dubbeltallen aan de regterzijde 
kan wegnemen en bij het voorgaande deel v optellen (°)). 


(1) Van de negatieve formules van 11 en 101 is er geene enkele 
gemeenschappelijk : bij de 11 wordt steeds een oneven aantal cij fers, 
na wegname, van het voorgaande deel v afgetrokken; bij 101 ge- 
schiedt dit met een oneven dubbeltal, dus steeds met een even aan- 
tal cijfers. 

(2?) Bij den voor de deelbaarheid door 11 opgegeven regel der 
positieve formules ($ 5, blz. 32) zagen wij, dat daar het eind-twee- 
tal-, -viertal-, -zestal-cijfers enz., d. i, het eind-1, 2-, 3 dubbeltal, 
enz, weggenomen en bij het vorige deel v kan worden opgeteld ; 


s4 
1001. 


Dezelfde bewerkingen als bij 1l en 101 hebben we, 
natuurlijk met eenige wijziging, bij 1001, waarvan volgens 
Tabel B (blz. 227, Jg. XVI) de formule is: v — 100e. 

S L. Hier trekken we dus van het te onderzoeken getal 
het eerste (eind-)cijfer af van het honderdtal van v, of van 
het duizendtal van het geheele getal, daarna het tweede 
van zijn tienduizendtal, enz.; d. w.z, het eerste van het 
vierde, het tweede van het vijfde en het derde van het 
zesde. Wij kunnen deze drie bewerkingen in één tempo 
verrigten en het eerste (eind-)drietal cijfers aftrekken van 
het tweede, gelijk we bij 11 konden doen ($ 3, blz. 31.) 

S 2. Hier derhalve het eerste drietal cijfers aftrekkende 
van het tweede, trekken we daarna het tweede af van het 
derde, enz.; m a. w, wij trekken een oneven-drietal cijfers 
af van een even-, en een even- van een oneven. Zoo kunnen 
we dus ook het eerste drietal aftrekken van het vierde, 
het tweede van het vijfde en het derde van het zesde; 
d. w. z, wij kunnen het eerste drietal, of de drie eerste 
drietallen, of de vijf eerste — enz. aftrekken van het voor- 
gaande deel v van het getal, indien dit daarvoor slechts 
groot genoeg is, b.v. : 


251 519 118174 116 859, 83 402319, 83083, 0; enz. 
174 116 859) 319 083 


Dit is dus dezelfde be werking, als we bij 11 met de cijfers ($3, 
blz. 81) en bij 101 met de dubbeltallen ($ 3, blz. 34) toepasten. 

$ 3. Wijl men een oneven-drietal kan aftrekken van een 
even-, en een even- van een oneven-, kan men ook de som 
van alle oneven-drietallen aftrekken van die der even-, of 
omgekeerd. 


hier zien we, dat dit bij 101 het geval is met de eind 2-, 4-, G- 
dubbeltallen, enz. 

Dezelfde bewerking, die we in dit opzigt bij 101 kunnen toe- 
passen, moet dus ook bij 1l mogelijk zijn. 

Inderdaad worden de positieve formules van 101 ook bij de 11 
gevonden, zooals men gemakkelijk ziet. Maar niet omgekeerd; de 
positieve formules van 1l komen niet allen bij 101 voor, maar 
beurtelings, wat ook natuurlijk is, wijl bij 1/ zoowel de evene — 
als de onevene aantallen dubbeltallen kunnen worden weggenomen 
en bij wv opgeteld, bij 101 daarentegen alleen de evene, 
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Men kan derhalve het eerste oneven-drietal optellen bij 
het derde, of bij het vijfde, enz, en het tweede bij het 
vierde, zesde, enz. Men kan dit echter óók in één tempo 
verrigten en de eerste twee-drietallen optellen bij w, of de 
eerste vier-drietallen, enz, dus in het algemeen een even 
aantal drietallen, b.v. : 

257 519 178 174116 859, 257 519295 033, en dan volgens 81: 
116 859 295 083 

552552, 0; enz. 

552 


Dit is dus eveneens analoog met 11 en 101, waar men 
resp. een even aantal cijfers ($ 5, blz. 32) en dubbeltallen 
(S 4, blz. 34) bij wv kon optellen. 


Wij komen dus tot het volgende resultaat, hetwelk ge- 
heel overeenkomt met dat bij 1l en 101: 

le. uit de reeks der negatieve formules volgt, dat men 
van eenig getal naar verkiezing een oneven aantal drietal- 
len aan de regter zijde kan wegnemen en van v aftrekken ; 

Ze. uit die der positieve, dat men eveneens naar verkiezing 
van eenig getal aan de regter zijde een even aantal drie- 
tallen kan wegnemen en bij v optellen. 


Een duidelijk overzigt krijgen we daarvan door de vol- 
gende figuur (Fig 4), die met Fig. 2 en 3 gelijkvormig is. 
Maar de hierbij voorkomende hoofdlijnen zijn weer minder 
in aantal dan bij 101. Immers, er ontbreken reeds de hoofd- 
lijnen 1 en 10, wijl van 1001 de grondformule is: v — 100e. 
En wanneer wij nu dezelfde hoofdlijnen weder met dezelfde 
letter aanduiden als in Fig. 2, dan ontbreken reeds de 
letters A en B. Maar vervolgens vallen er na elke hoofd- 
lijn, die er bij voorkomt, telkens twee uit, en dus insgelijks 
na elke voorkomende letter twee letters. We hebben dus 
alleen de 3e, 6e, Je letter, enz. 

Dit is een natuurlijk gevolg van het feit, dat hier het 
vermenigvuldigingscijfer tusschen de opvolgende hoofdlij- 
nen weer tienmaal grooter is, d. w. z., telkens 1000 bedraagt. 
De eerste hoofdlijn is derhalve de lijn 100 beneden den 
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evenaar, overeenkomstig de grondformule. Dit is dus lijn C. _ 

Ter bereiking van de tweede hoofdlijn gaan we weder 
van C over den evenaar terug. Wijl we bij het bereiken 
van den evenaar reeds 100 x 1 lijnen hebben afgelegd, 
moeten we, om op de volgende hoofdlijn aan te landen, 
nog 100 x 1000 lijnen voorbijgaan, daar de afstand vanaf 
C 100 x 1001 lijnen is. 

Dit is dus de lijn F, de 100.000e boven de linie, die be-_ 
antwoordt aan de formule wv + 100.000e. 

Vanaf deze lijn gaan we wederom over de linie terug en be- 
reiken eindelijk, na 100.000x1001 lijnen te hebben afgelegd, 


Fig. 4. 
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als derde hoofdlijn I de 100 000.000ste beneden de linie met de 
formule v — 100.000.000e. Wij pasten haar toe in S 2, blz. 83. 
Van de formule der hierop volgende hoofdlijn L bowen 
de linie: » + 100.000 000.000, maken we bij ons getal aldus É 
gebruik : / 


251 519178 174 116 859, en dan volgens het voorbeeld 


178 174 116 859 
| 


in 8 3: 178 14574 318, HET 0; enz. 
314 378 552 
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De hier ontwikkelde methoden hebben we ook allen bij 
de 11 gevonden, wat ons niet kan verwonderen, wijl alle hier 
genoemde formules, zoowel de negatieve als de positieve, ook 
bij de 11 voorkomen, zooals men gemakkelijk ziet. Immers, 
wanneer men de formules van 11 naar volgorde rangschikt: 
Ser: — le, + 10e, — 100e, + 1000e, enz , dan zijn de formules 
van 1001 steeds de 3e, 6e, Je, enz. van die volgorde, zooals wij 
boven reeds opmerkten van de hoofdlijnen. Het getal 1001 
moet dus een veelvoud zijn van 11, wat het inderdaad is: 
zijne factoren zijn 7, 11 en 13. — 

Het is dus ook een veelvoud van 7 en 18, en de deel- 
baarheid van eenig getal door beide of een hunner moet 
dus op dezelfde wijze kunnen gevonden worden. Deelen 
wij b.v. het hier onderzochte getal door 11, dan is, blijkens 
onderzoek, het nieuwe niet meer door 11 deelbaar, maar 
natuurlijk wel door 7 en 13, zooals uit de toepassing der 
methode van $ 2 volgt: 

25 410 834 379 465 169, 356 054 335, 355119, 364=4XI1=4AXTX13 
(023 410 854 335) 955 

Zoo is dus door deze methode de deelbaarheid van dit 
getal door 7 en 13, en tevens zijne ondeelbaarheid door 11 
aangetoond. 


Evenals we op deze wijze voor de 7 en 13 eene kortere 
bewerking hebben dan bij toepassing hunner grondformules 
v_—_ 2e en v + 4e, zoo zijn er ook andere getallen, waarvoor 
eene gemakkelijkere formule kan worden gevonden. Het 
zijn die getallen, welke genoemd zijn in den aanhef van 
dit deel III, blz 28. Het vermenigvuldigingscijfer van e 
klimt dan nooit boven de 9, waaronder natuurlijk de klei- 
nere in het gebruik de voorkeur verdienen; want er zijn 
9 eenheden, 9 tientallen, 9 honderdtallen, enz. Een der 
veelvouden b.v. van 43 is 301, met de formule w — 30e 
(Tabel B, blz. 227, Jg. XVI). Het gebruik dezer nevenformule 
van 43 geeft een vrij wat sneller en gemakkelijker resultaat, 
dan dat zijner grondformule v + 13e (Tabel CA, blz. 229, 
Jg. XVI. 

Maar wij zullen het hierbij laten. 
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IV. Onderzoek naar de deelbaarheid van een 
willekeurig getal. 


Wij zijn echter nog niet, waar wij wezen willen. 

Wij hebben tot nog toe alleen de kenmerken, de for- 
mules van de 1-, 3, 7- en 9-getallen opgespoord, hen 
daarbij steeds als deelers beschouwende. Wij hebben ver- 
volgens eenige van die formules op bekende deeltallen 
toegepast, d.w.z, we hebben de deelbaarheid daarvan door 
eenen bepaalden deeler aangetoond, — bij wijze van proef. 

Maar wij moeten onderzoek doen naar de deelbaarheid 
in het algemeen van eenig getal : we moeten daarop, zooveel 
mogelijk stelselmatig, de formules van die deelers toepassen, 
welke daarvoor in aanmerking komen. — 

En welke zijn die deelers? Om deze vraag te beantwoor- 
den, hebben wij in de eerste plaats na te gaan, op welke 
cijfers die deelers moeten eindigen. Wijl het te onderzoeken 
getal eindigt op 1, 3, 7 of 9 kunnen wij daarvan eene tabel 
maken (Tabel I), waarin wij tevens aan den eenen deeler 


Tabel 1. 


Eindeijfer van 


A. Het getal. | B. De factoren a en z. 
= LA. Ll IA. a. 
1 1 7 
0 in 1 
7 Ü ON 
9 1e 3 


a achtereenvolgens dezelfde eindcijfers geven (B). Wij 
kunnen dan gemakkelijk zien, welk eindcijfer de andere 
deeler «& moet hebben. En wij zien er uit, dat er voor elken 
factor a steeds een factor « bestaat, zoodat, welk eindcijfer 
het deeltal ook moge hebben, er geen factor is, die om 
zijn eindcijfer verwaarloosd kan worden. — 

In de tweede plaats moeten wij de vraag beantwoorden, 
tot hoever, d.i, tot aan welke grens wij dat onderzoek 
moeten voortzetten, in de veronderstelling, dat wij, stelsel- 
matig handelende, met den kleinsten deeler beginnen. 
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Het antwoord op die vraag is gemakkelijk te geven en 
luidt: „De grens, die wij niet behoeven te overschrijden, 
wordt bepaald door den vierkantswortel van het te onder- 
zoeken getal.” Immers, een getal, welk ook, kan nooit het 
product zijn van twee factoren, beide grooter dan zijn 
vierkantswortel: de eene factor is altijd kleiner en de 
andere grooter, — of het getal is werkelijk een vierkant. 
Dit laatste kan echter, zooals wij ook uit de tabel zien, 
alleen het geval wezen met een /- of 9-getal. Wij bepalen 
den vierkantswortel altijd natuurlijk zonder decimalen. 

Tot aan die grens kunnen we echter het aantal factoren 
nog beperken, en wel door uitsluiting van al diegenen, 
welke deelbaar zijn Wanneer men toch, met de kleinste 
ondeelbare factoren beginnende, bij een deelbaren factor 
is aangeland, heeft men het onderzoek van de factoren 
danrvan reeds toegepast; de toepassing der formule van 
dien deelbaren factor is dus overbodig (!). En bovendien 
volgt de ondeelbaarheid van eenig getal niet uit zijne 
ondeelbaarheid door eenen deelbaren factor. — 

Evenwel, met die beide beperkingen is bij een eenigzins 
groot getal het aantal deelers onder de grens nog vrij 
aanzienlijk (?), en de toepassing der formules zoude zeker 
geruimen tijd kunnen vereischen, misschien zelfs, wanneer 
we niet met kleine of eenvoudige formules te doen hebben, 
welke digt bij den evenaar liggen (®), vrijwel ondoenlijk 
zijn (*). En daar het mogelijk is, dat we van al de deelers 
beneden de grens de formules op het te onderzoeken getal 
moeten toepassen, ligt het voor de hand, dat dit een onbe- 
gonnen werk is, te meer, omdat in de plaatsing der ondeel- 
bare getallen tusschen de anderen geene regelmaat te 
vinden is en wij daardoor a priori geene enkele aanwijzing 
hebben omtrent de al- of niet-deelbaarheid van een getal. — 

Hoewel deze wijze van behandeling een stelselmatig 
onderzoek is, hebben we toch met overgroote moeijelijk- 
heden te kampen. 


(1) Behalve uitzonderingen, zooals we b.v, bij 1001 zagen. 

(2) Een „Tafel der ondeelbare getallen van 1 tot 10000” vindt 
men o.a, bij J. Versluijs, Deelbaarheid, Amsterdam, A. Versluijs, 

(3) Of op de eenheids-, tien tal-, honderd-tal lijnen, enz. 

(*) Zie noot (1) op blz. 28, 
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Er is echter gelukkig een middel, dat ons een leiddraad 
kan zijn bij het onderzoek en ons den weg aanmerkelijk 
kan bekorten. 

Dit middel vinden wij in het feit, dat bij elke vermenig- 
vuldiging van getallen de eindsom der cijfers van het product 
gelijk is aan die van het product hunner cijfersommen ('). Dit 
noem ik: De wet der ciĳjfersom (°). — 

Bij de toepassing dezer „Wet” onderzoeken we dan 
eigenlijk, of het gegevene getal werkelijk twee factoren 
bezit. Daarvan nemen wij er éénen als bestaande aan, 
namelijk een der ondeelbare getallen beneden de aange- 
gevene grens: den vierkantswortel van het getal. Dezen 
factor noemen wij a; den anderen, over de grens te zoeken, 
factor : «. 

Van de cijfersommen, die minstens 1 en hoogstens 9 
bedragen, sluiten wij de 3, 6 en 9 uit, wijl een getal met 
eene zoodanige cijfersom altijd deelbaar is; wij bepalen 
ons dus alleen bij de cijfersommen 1, 2, 4, 5, 7 en 8. 

Wij nemen nu voor den factor a achtereenvolgens elke 


(1) Bv. 32 X 43 — 1376, met eer cijfersom —=17,en l +7 =—=8; 
de cijfersom der factoren is 5 en 7, hun product is=—= 35, en 3 + 5 
is ook —= 8, 

(2) De verklaring van deze „Wet” vinden we in Tabel 1 (blz. 224, 
Jg. XVI), waarin de getallen van alle kolommen, hoever men die moge 
voortzetten, in de som hunner cijfers steeds in dezelfde volgorde 
dezelfde waarde hebben als die der eerst» kolom. Zoodoende is elk 
willekeurig getal een 9 voud, vermeerderd met een der cijfers van 
de eerste kolom. Is dit cijfer de 9, dan blijft het getal een 
9-voud, en elke vermenigvuldiging daarvan met een ander getal, 
welk ook, is steeds een 9-voud. 

Is het een ander cijfer, dan kunnen wij, als we het 9 voud A 
noemen, het getal voorstellen door A +. De vermenigvuldiging 
daarvan met een ander dergelijk getal, ’t zij A +-z of A + y, 
geeft dan het product: (A +) (A +4) of (A +47) (A +7). Van 
de termen, die hieruit voortkomen, zullen die met Á steeds veel- 
vouden van 9 zijn; en de eenige term, die geen veelvoud van 9 
is, is mz? of #y. — Het is dus duidelijk, dat het op hetzelfde neer- 
komt, of wij twee willekeurige getallen met elkander vermenig- 
vuldigen, dan wel, of wij het product nemen van hetgeen zij meer 
bedragen dan een 9-voud, d.i, het product van de som hunner 
cijfers: de eindsom der cijfers is bij beide producten dezelfde. — 
Overigens strekt zich deze „Wet” ook uit over de optelling, 
aftrekking en deeling, 
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dezer cijfersommen, welke ook de cijfersom van het getal 
zij; wij hebben dan na te gaan, welke cijfersom de factor 
«e moet hebben. De waarde van dezen factor hangt natuur- 
lijk af èn van die van het gegevene getal èn van den 
factor a. Welke die waarde is, blijkt uit Tabel II, waarin 


Tabel II. 


Ciĳfersom van 


A. Het getal. Mer LaCkOrernds and. 


‚Ll Ad. 


AU Om ND 8 


onder A de mogelijke cijfersommen van het getal naar 
volgorde zijn aangegeven, en eveneens onder B die van 
factor a in de opvolgende kolommen. Uit deze kolommen 
zien we, dat voor elke cijfersom van het getal ook de fac- 
tor x al deze cijfersommen kan hebben. Er is dus ook geen 
factor, die om zijne cijfersom verwaarloosd kan worden. 

Zooals wij weten, kan van elk getal, welk ook zijn eind- 
cijfer zij, de factor a vier verschillende eindcijfers hebben ; 
en vervolgens zijn er, voor de cijfersom van a, altijd zes 
verschillende mogelijkheden. Bij elk getal hebben we der- 
halve 24 combinatieën ('), — altijd, wanneer er voor elke 
combinatie een factor a beneden de grens aanwezig is. Is 
dit niet het geval, dan is natuurlijk ook het aantal combi- 
natieën geringer; zijn er voor eene combinatie meer dee- 
lers a beschikbaar, dan klimt het aantal onderzoekingen 
in dezelfde mate, zooals wij straks zien zullen 


(1) Noemen wij volgens Tabel I (blz. 87) den factor a om zijne 
mogelijke eindcijfers: el, e3, enz., en volgeus Tabel IT om zijne 
cijfersom : csl, es2, est, enz., dan hebben we dus de combinatieën : 
el — osl, el — cs2, el — cs4, enz. ; e3 — csl, e3 — cs2, enz. 
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Bij de toepassing van deze „Wet“ voor het onderzoek 
van een getal zoeken we dus eigenlijk naar het bestaan 
van eenen factor # boven de grens. Deze factor z is des te 
verder van de grens verwijderd, naarmate a kleiner is ; hij 
verliest zich zelfs bij eenigzins groote getallen en bij zeer 
kleinen a in eene wazige verte, waar hij bij strikte toepassing 
der „Wet'’ misschien moeijelijk te ontdekken is. Het verdient 
dus alle aanbeveling, vóór wij de „Wet’ toepassen, de 
kleinere factoren a zooveel mogelijk te elimineren, door 
niet volgens de „Wet” met hen te handelen, maar hunne 
eigene of aan hunne veelvouden ontleende gemakkelijke 
formules op het getal toe te passen. Maar óp deze wijze 
zullen wij alleen de getallen 3 en 9, en verder 7, llen 13 
buiten de „Wet” stellen; de beide eersten door optelling 
der cijfers (waarmede wij toch steeds beginnen), de laatsten 
door toepassing van hun veelvoud 1001 (blz. 86). 

Overigens zullen wij het getal niet buitengewoon groot 
nemen, maar dan ook, met nog ééne enkele uitzondering, de 
„Wet” in al hare gestrengheid handhaven. — 

Bij een getal, kleiner dan 10.000, behoeven wij ons niet 
te bepalen; de lijst der ondeelbare getallen (blz. 88, noot 2) 
geeft op de vraag naar de deelbaarheid van zulk een getal 
onmiddellijk antwoord, — tenzij men van eenig deelbaar 
getal beneden 10.000 de factoren wenscht te zoeken. Wij 
nemen dus een grooter getal, b.v. 226.273, — daarbij hopende, 
dat het lot ons gunstig zij en wij den gezochten factor x 
spoedig zullen vinden. 


Wij zien terstond, dat het niet deelbaar is door 3 (en dus 
ook niet door 9), en eveneens, dat het geen veelvoud is 
van 7, 11 of 13 (!); en daar zijn vierkantswortel ligt tusschen 
415 en 476, behoeft de factor a niet grooter te zijn dan 467 (*). 

Het eindcijfer is 3. Wij hebben dus te doen met het tweede 
cijfer van Tabel IA en de tweede rij van B. Eindigt nu de 


(1) Door toepassing der formule van 1001 (blz. 83, S 1): 
226 273, 47. 
226 
(2) 473,471 en 469 zijn deelbaar : 4738 —= 11 X 43, 471 = 3X157, 
469 —=7 X 67; zij vervallen derhalve als factoren. 
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a-factor op 1, dan moet de x-factor op 3 eindigen (B, kolom 1) ; 
eindigt a op 3, dan is het eindcijfer van & — 1 (kolom 2), enz. 

Zijne cijfersom, en dit is thans het cardinale punt, is — 4. 
Derhalve komt hier het derde cijfer van Tabel IIA en de 
derde rij van B in aanmerking. Is nu de cijfersom van den 
a-factor = 1, dan moet die van den x-factor =4 zijn ; is zij 
=— 2, dan is die van den z-factor ook =2; enz. — 

Bij de toepassing der a-factoren is ons eerste werk, ze op 
het te onderzoeken getal 226218 globaal te deelen, om zoo 
ongeveer de plaats te bepalen, waar de x-factor zich bevindt. 
Wij deelen den a-factor dus alleen op de duizend-tallen, 
in dit geval derhalve op 226, en verwaarloozen, althans 
bij de factoren el, het eindcijfer daarvan, behalve bij de 
lagere deelers. 

Wij gaan nu stelselmatig te werk en beginnen dus met: 


A De a=factoren el. 


1. De a-factoren el —csl. 


Van deze factoren is de laagste 91, en daarop volgen tot 
aan de grens de getallen: 181, 271, 361 en 451 (©); de 
x-factoren moeten nu zijn; e3 — cs4. 

a. 9l— Is reeds vervallen door toepassing der formule van 
1001 (zie noot 1, blz. 91) ; het is bovendien deelbaar (7. 13); 

b. 181— Daar B vrijwel =12,5 is, ligt de x-factor on- 
geveer in het midden tusschen 1200 en 1300; er komt daar 
echter als e3 — cs4 geen ander getal in aanmerking dan 1273, 
dat als x-factor te groot is; 


c. 211 ze is ongeveer 84; de gezochte x-factor zoude 
dus vrijwel bij 840 moeten liggen, maar aan den gestelden 
eisch beantwoordt alleen 823, dat blijkbaar te klein is; 


d. 361— Dit vervalt als deelbaar (19.19); 
e. 451 — Vervalt om dezelfde reden eveneens (11.41), 


(*) De op hetzelfde cijfer eindigende getallen met gelijke cijfer 
som verschillen opvolgend van elkander altijd 90: de bijvoeging 
van 90 en zijn veelvoud oefent noch op het eindcijfer, noch op 
de som der cijfers invloed uit, 


O4 
9, De a-factoren el — cs2. 


Van deze factoren is 11 de laagste, en dan komen ach- 
tereenvolgens: 101, 191, 281, 371 en 461; de te zoeken z- 
factor moet nu zijn : e3 — cs2. — 

a. 1l— Vervalt, daar wij hiervan de nevenformule 
v— 100e hebben toegepast (zie noot 1, blz. 91); 

b. 101— Van dit getal zullen we als eenige uitzondering 
de formule wv — 10e toepassen: 2262 13, 2189, 68. Het is der- 
halve geen factor van 226273 ; baal 21 

c. 191— ei 
1200. Daar hij moet zijn e3 — cs2, kan tusschen 1100 en 1200 
alleen in aanmerking komen 1163, dat te klein is; 


d. 281.— 5e is iets grooter dan 8, en de x-factor ligt 


dus iets boven 800. Het zoude dan moeten zijn 803, maar 
281 x 803 is =225643. Derhalve is 803 iets te klein, en de 
daarop volgende x-factor 893 is veel te groot. 

e. 311.— Vervalt als deelbaar (7.53); 

f. 461.— de is iets kleiner dan 5; de z-factor ligt dus 
iets beneden 500. Het getal, dat beneden 500 aan de ge- 
stelde eischen voldoet, is 443, — dus veel te klein. 


3. De a-factoren el — cs4. 


Van deze factoren hebben we: 31, 121, 211, 301 en 391; 
de x-factor moet nu wezen: e3 — csl. 

a. 3l— Zn is bijna 7,3. De r-factor moet dus zeer digt 
bij 7300 liggen; als een factor ed —csl komt daar het getal 
1213 voor, dat blijkbaar iets te klein is. Het product van 


8l en 7273 is dan ook 225463: 
b. 121— Vervalt als deelbaar (11.11); 


an is ) 10,7 en < 108. De x-factor moet dus 


liggen raare 1070 en 1080. Tusschen die beide grenzen 
komt echter geen getal voor, dat aan den eisch van e3 — csl 


t. 2 


Ji 


voldoet; wel in de nabijheid daarvan, namelijk 1063, dat 
dus te klein is; 

d. 301— Vervalt als deelbaar (7.43); 

e. 391— Vervalt eveneens als deelbaar (17.23). 


4. De a-factoren el — csö. 


Van deze factoren komen beneden de grens voor: 41, 
131, 221, 3l1 en 401; de r-factor is dus nu: e3 —cs8. — 

4e 2e is vrijwel 55. De «factor ligt dus bij 5500 
(iets er boven). Wijl de cijfersom =8 moet zijn, kunnen 
alleen in aanmerking komen 5453 of 5543, — waarvan het 
eerste veel te klein, het laatste veel te groot is; 

b. 181— ee is ongeveer 17,3. De x-factor moet dus lig- 
gen bij 1730; maar het getal, dat daar aan den eisch vol- 
doet, is 1763, dus veel te groot; 

c. 221 — Vervalt als deelbaar (13.17); 

d. 311.— se is iets boven 7. Den z-factor moeten we 
dus digt boven 700 zoeken, maar het eenige getal, dat zoude 


kunnen voldoen is 773, dus veel te groot ; 
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_e 401— ge is iets grooter dan 5,6. De x-factor ligt dus 


bij 560; maar het eenigste getal, dat het digtst in de na- 
bijheid is en geschikt kon zijn, is 593, — dus veel te groot. 


5. De a-factoren el — cs7. 


Als deze factoren beschikken we over: 61, 151, 241, 331 
en 421, allen ondeelbaar. De «-factor moet nu eveneens 
eene cijfersom =7 hebben, en wordt dus e3 — cs7. — 

a. 61.— 2e is vrijwel=8,7. De «x-factor ligt dus zeer 
digt bij 3700. Wijl hij op 3 moet eindigen en zijne cijfersom 
=| is, zijn er in de nabijheid van 3700 geene andere ge- 
tallen beschikbaar dan 3643 en 3733, waarvan het eerste 
te klein, het tweede te groot is; 
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« ) LÔ 

b. 151.— Ee is bijna —=15. Wij moeten den x-factor dus 
zoeken digt bij 1500. De in de nabijheid daarvan liggende 
getallen e3 —cs1 zijn 1483 en 1573, waarvan het eerste te 
klein, het laatste veel te groot is; 

c. 241.— Ee is + 9,4. De v-factor ligt dus bij 940, en kan 
zijn 943. Maar 241 X 943 is —= 227263, dus wel bijna goed, 
maar iets te groot; 

d. 331.— Ee is bijna =1. De r-factor ligt dus weinig 
beneden 700; als zoodanig kan alleen in aanmerking komen. 
673, dat blijkbaar te klein is; 

e. 421.— Ee is >» 53 en { 54. Den r-factor moeten we dus 
zoeken tusschen 530 en 540, maar een getal e3 — cs7 bestaat 
daar niet. Als zulke factoren liggen het digtst daarbij 493 
en 583; zij komen dus geen van beide in aanmerking. 


6. De a-factoren el — cs8. 


Van deze factoren zijn beneden de grens aanwezig: 11, 
161, 251, 341 en 431. De x-factor wordt dus e3 — cs5. — 

a. 11. en is iets kleiner dan 3,2. De x-factor moet dus 
zeer digt beneden 3200 liggen. Als zoodanig voldoet alleen 
3173 aan de gestelde voorwaarde, maar het is veel te klein ; 

b. 161.— Vervalt als deelbaar (7.23): 

c. 251. — Ee is tets meer dan 9. De gezochte x-factor 
moet nu zeer weinig boven 900 liggen; daar kan echter 
alleen het getal 923 in aanmerking komen, maar dit is 
veel te groot; 

d. 341. — Vervalt als deelbaar (11.31); 


e. 431. — Ee is ruim 5,2. Den x-factor moeten we digt boven 


520 vinden; maar het getal, dat ons zoude kunnen helpen, 
kan alleen 563 zijn, maar dit is natuurlijk veel te groot. 


! 
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Van de a-factoren el is er derhalve geen enkele, die op ons 
getal 226275 deelbaar is. 


B. De a-factoren e3. 


1. De a-factoren e8 — csi. 


Van deze factoren komen er voor: 73, 163, 253, 343 en 
433; de «-factoren moeten nu zijn el — cs4. — 


a. 13.— ze is bijna 3,1. De x-factor ligt dus zeer weinig 


beneden 3100, maar de daar aanwezige mogelijke factor 
3091 is echter iets te klein; het product met 73 is: 225643. 
b. 168. — zn is iets kleiner dan 1,4. De z-factor ligt dus 
zeer digt bij 1400. Het daar aanwezige geschikte getal is 
1881, en dus te klein; 
c‚ 253. — Vervalt als deelbaar (11.23); 


d. 343 — Vervalt om dezelfde reden eveneens (7.7.1); 
e. 438.— Zn is ruim 5. De x-factor ligt dus iets boven 500, 


maar het getal 571, dat alleen zoude kunnen dienen, is veel 
te groot. 


2, De a-factoren e3 —cs2, 


Van deze factoren hebben we achtereenvolgens: 83, 173, 
263, 353 en 443; de x-factoren zijn nu el — cs2. — 

a. 88— As is > 2,7 en { 2,8. De x-factor ligt dus boven 
210); het daar liggende getal, dat ons zoude kunnen hel- 
pen, is 2711, maar het is te klein, want 83 X 2111 is = 225018 ; 

226 

b. 118.— 115 
digt bij 1300 zoeken; als zoodanig komt daar het getal 1271 
voor, maar dit is blijkbaar te klein ; 


is bjna==1,3. Den v-factor moeten we dus 


c. 3. — oee ruim 85. De «factor ligt dus iets boven 


850, maar het eenige tusschen 800 en 900 liggende getal, 
Wiskundig Tijdschrift, 17e Jaargang. : 


98 
dat als x-factor in aanmerking kan komen, is 821, dus veel 


te klein ; 
d. 353 — 35,3 is »6 en {7,en ligt tusschen beide ongeveer 


in het midden. Den «-factor moeten we dus zoeken in de 
nabijheid van 650. Als zoodanig vinden we daar 641, dat 
misschien voldoet: 353 Xx 641 is inderdaad —= 226275 ! 
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Zoo zijn we dan aan het einde onzer taak en wij hebben 
met betrekkelijk weinig moeite het vraagstuk opgelost: 
het lot was ons gunstig. Systematisch hebben wij den uit- 
weg gezocht en gevonden uit den doolhof der getallen 
en de „Wet der cijfersom” is ons daarbij een even veilige 
en betrouwbare gids gebleken, als dit indertijd bij het 
zoeken van den uitweg uit den Cretensischen doolhof voor 
Theseus was: De draad van Ariadne. 


Gemiddelde driehoeken 


DOOR 
R. GOORMAGHTIGH. 


In No. 306 van de rubriek „Uit Buitenlandsche Tijdschrif- 
ten” (W. T., 1le jaargang, bladz. 247) wordt de aandacht 
gevestigd op de driehoeken ABC waarin men, tusschen de 
zijden a, b, c eene der betrekkingen 

9 2-0 TEN 
Za bs, 2a? =b? + c?, ee 
heeft. Betreffende den driehoek waarin 2a=b + c, worden 
daar ook eenige stellingen vermeld. Wij zullen hier van 
deze drie soorten van gemiddelde driehoeken merk waar- 
dige eigenschappen aangeven die meestal nog niet gekend 
zijn. De eigenschappen van de tweede soort gemiddelde 
driehoeken zijn bijzonder belangrijk. 
Wij noemen: A,, B,, C, de middens der zijden; H‚ het 


voetpunt van de hoogtelijn uit A; A’ het voetpunt van de 
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inwendige bissectrice van ZA, D het raakpunt van den 
ingeschreven cirkel met BC; O, Ien O, de middelpunten 
der om- en ingeschreven cirkels en van de negenpunten- 
cirkel; G het zwaartepunt; o het punt van Feuerbach; v het 
punt van Nagel, K het punt van Lemoine; V en V' de isogone 
punten, S het punt van Steiner; k, de hoogtelijn uit A; R 
en r de stralen van de om- en ingeschreven cirkels. 


E 


Gemiddelde driehoeken waarin 2a=b + c. 


1. In een dergelijken driehoek (Fig. |) is 


Vi AN pmm 
Ae EEE) 5 e—2DA, 

Hieruit volgt dat D het midden van H, A, is en bijge- 
volg moet O, op ID liggen. Vermits ID den ingeschreven 
cirkel in p snijdt, heeft men de volgende stelling: 

Het punt van Feuerbach is het andere uiteinde van den 
diameter van den ingeschreven cirkel, die door het raakpunt 
met de zijde BC gaat. 


Fig. 4. 


2. Men weet dat het punt van Nagel van een driehoek 
het snijpunt is der rechten die A, B, C verbinden met de 
punten waarin de aangeschreven cirkels de zijden raken. 
Dit punt ligt op de rechte IG en men heeft Gy=21IG. In 
een driehoek waarin 2a=b + ec, is IG evenwijdig met BC 
(W. T., 1le jaargang, bladz. 247). Men heeft dan ook 

OAD 
en 


en rab SD 2 LCD 
TCE COME B 
Noemt men dus « het punt waarin IG de hoogtelijn AH, 


ontmoet, dan heeft men 


pt en 

Het punt I is het midden van ar; DI gaat dus door het 

midden van Av en vermits men heeft 
Aa thi 21 

en 
| 4 Aa =r == lg, 
po is het midden van Av. 

Het punt van Feuerbach is het midden van de rechte die A 
met het punt van Nagel verbindt. Dit laatste punt ligt op de 
midden-loodlijn van BC. 

3. De betrekking 2a =b + c kan ook geschreven worden 

Caza b 

Nemen wij normaal coördinaten t. 0. z. van A ABC aan, 

dan ligt het punt met betrekkelijke coördinaten 
a(b—c), blc—a), c(a—b) 
op de rechten 


MUD TEE. 
ette) An 
odydz=0 se 
ORL 
Een 


De rechte (2) is de harmonische poollijn van het punt 
van Lemoine, dus de rechte van Lemoine, (3) is de rechte 
die de voetpunten der uitwendige bissectricen verbindt, 
(4) is de symmediaan AK. 

Het punt waar de rechte die de voetpunten der uitwendige 
bissectricen verbindt de rechte van Lemoine snijdt ligt op de 
symmediaan uit A. 

4. Het punt 

(b—c, Cc —a, a —b) 
ligt op de rechten 
an by Jer =O 
dydz=0 
en ook, indien de betrekking (1) bestaat op 
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y—z=0. 7 RK (6) 

Vermits de vergelijking (5) de rechte in ’t oneindige 
voorstelt en (6) de bissectrice AA’, heeft men de volgende 
stelling : 

De inwendige bissectrice van LA is evenwijdig met de rechte 
die de voetpunten der uitwendige bissectricen verbindt. 

Het is eene bekende stelling dat de rechte die de voet- 
punten der uitwendige bissectricen verbindt altijd loodrecht 
op Ol is; de gevonden eigenschap is dus een andere vorm 
van de gekende stelling (W. T., lle jaargang, bladz. 247) 
dat, in een driehoek waarin 2a =b +e, 1 de projectie van 
O op AA’ is. Maar de vorm die wij geven toont hoe de 
eigenschap een bijzonder geval van eene algemeene stel- 
ling is (zie 8 24). 

5. De rechte die I (1, 1, 1) met K (a,b,c) verbindt heeft 
als vergelijking (b—c) ax + (c — a)y +(a—b)z=0, 
en het snijpunt van deze rechte met BC heeft dus als 
coördinaten 0, a —b, — (ec — a), of, volgens (1), 0, 1, —l. 

De rechte die het middelpunt van den ingeschreven cirkel 
met het punt van Lemoine verbindt gaat door het voetpunt van 
de witwendige bissectrice uit A. 


IE 
Gemiddelde driehoeken waarin 2a? =b? Hc? 


6. De normaal coördinaten van K (fig. 2) zijn a, b, c. 
De afstanden van K naar de zijden van den driehoek zijn dus 


Fig. 2. 


2a0 250 ZcOR 
Mete ab CRT 4e DEFC 
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waarin O het oppervlak van den driehoek is. Indien 
Za? =b? +e?, wordt de uitdrukking van de afstand van K 
naar de zijde BC: 

240. Pa 

3a? 3 

De rechte die het zwaartepunt met het punt van Lemoine 
verbindt is evenwijdig met BC. 

1. De cirkel BHU snijdt de hoogtelijn AH, in H’, en 
vermits de cirkels BHC en ABC symmetriek zijn t. o. Z. 
van BC, men heeft H‚,H’=h, De macht van A t. 0. Z. 
van den cirkel BHC is 

AH.AH’ =4Rh, cos A=2bcocos A=b? ec? —a° =at. 

Men heeft dus deze stelling : 

De raaklijnen uit A getrokken aan den cirkel die door B, C 
en het hoogtepunt gaat zijn gelijk aan de zijde BC. 

8. Wij zullen nu zoeken wanneer in een driehoek de 
zwaartelijnen BB, en CC, in de verhouding c:b zijn. Dan 
moet men hebben 

| b? (Qa? + 2e? — b?) = Cc? (Qa? HW? — C°), 
of 2a* (b2 —c)=ht= Ck 

De gezochte voorwaarde is dus 

OSC sof waa Ien 
De zwaartelijnen uit B en C zijn in de verhouding c:b. 
Met andere woorden: 


De bissectricen der KO BAC en BGC snijden de zijde BC 
in hetzelfde punt. 


9. De normaal coördinaten van O zijn 
cos A, cosB, cos C, 
of alb? He? —a?), ble? +a?—b?), ela? Hb? — C°). 
De rechte OK heeft dus als vergelijking 


Br) Ghea) at 
De vergelijking van den omgeschreven cirkel is 
A2 DE Cy =O EN = (9) 
De coördinaten van den pool van de eene 
cy —bz=0 


t o. z. van den cirkel ABC zijn dus (0, -—b, c). Dit punt 
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ligt op de rechte OK, als zijne coördinaten aan (7) voldoen, 
dit is in een driehoek waarin 

CAE DE ond ee 4 (0) 
of 2a? =b? Hc? 

Hieruit volgt deze stelling: 

Het punt van Lemoine is de projectie van het middelpunt 
van den omgeschreven cirkel op de symmediaan uit A. 

10. Het punt van Steiner S van een driehoek is het 
snijpunt van de rechten door A‚B en C getrokken even- 
wijdig met de zijden van den eersten driehoek van Bro- 
card *); het is ook het vierde snijpunt van den omgeschre- 
ven cirkel met de omgeschreven ellips van Steiner. In 
lijn-normaalcoördinaten is de vergelijking van deze ellips: 


WEA En EN) 

Het is eenvoudig na te gaan dat het punt met vergelijking: 

u v w 
a (b? —c?) GE b(e? —a?) Je c (a? —b?) 0, 
dus met coördinaten 
1 1 jl 
a (b? — c?) ’ be? —a?)’ ela? — b°) 
op de ellips (10) ligt. De coordinaten (11) voldoen ook aan 
de vergelijking (8) van den cirkel ABC; het zijn dus de 
coordinaten £, n, s van S. Maar volgens (9) heeft men 
nel 
ate 
uit deze vergelijking leidt men de volgende eigenschap af: 

Het punt van Steiner is het punt waar de zwaartelijn uit A. 
den omgeschreven cirkel snijdt. 

11. De raaklijnen in A, B, C aan den omgeschreven 
cirkel getrokken vormen een driehoek waarvan wij het 
Feuerbach punt p/ noemen. In Mathesis 1913, heb ik 
aangetoond dat p’ het brandpunt is van de parabool van 
Kiepert van den driehoek ABC. Deze laatste is de inge- 
schreven parabool z met de Eulerlijn als directrice. Deze 
parabool raakt de rechte van Lemoine; z is dus de om- 


(LI) 


1) Driehoek gevormd door de projecties van K op de midden- 
loodlijnen der zijden. 
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hullende der harmonische poollijnen der punten van de 
rechte GK; 7 heeft dus als vergelijking in lijn-normaal 
coordinaten 
be ==?) ble —at) ela 
AAE 


u Û 


De lijn-normaal coordinaten van de rechte in ’t oneindige 
zijn a, b, c; dus heeft het raakpunt van z als vergelijking 


en als coordinaten 
b2 —c? ec? — aq? a —b? 


a , b ARE 
De coordinaten van het brandpunt @’ zijn dus 
a b 6 


b? —e? ’ 2 — a? abn 


Heeft men de betrekking (9) dan ligt dit punt op de rechte 


dit is de symmediaan uit A. 

De raaklijnen in A, B, C aan den omgeschreven cirkel vor- 
men een driehoek waarvan het Feuerbach punt dit punt is waar 
de symmediaan uit A den omgeschreven cirkel snijdt. 

Ook, met andere woorden, volgens S 9. 

Het punt van Lemoine is het midden van de rechte die A 
verbindt met het Fewerbach punt van den driehoek gevormd 
door de raaklijnen in A, B, C aan den cirkel ABC. 

Vermits AS en Ap/ isogonaal zijn, is So’ evenwijdig met 
BC, dus ook met GK; G is dus het midden van AS. 

Het zwaartepunt is het midden van het stuk door den cirkel 
ABC op de zwaartelijn uit A bepaald. 

Ook volgt daaruit deze eigenschap: 

Het punt van Lemoine, het zwaartepunt, het middelpunt van 
den omgeschreven cirkel, de middens der zijden AB en AC 
liggen op een cirkel die in A den omgeschreven cirkel raakt. _ 


12. De cirkel van Brocard heeft als vergelijking in 
normaal coordinaten 


Za’ Zayz — abe Zar X 2= 0. 


De poollijn van G ie s : Ä e) t. o. z. van den cirkel 


van Brocard heeft dus als vergelijking 


E[(a? Hb? + c?) (24 7) 3e — 


(osje Ho Jabel a =0 
of 
NO EI Ottie tst Protar, (LZ) 

De coordinaten van het punt waar deze rechte de zijde 
BC snödt zijn 0, e(a? —b2)?, —b(e? —a°)?, 
of indien 2a? =b? + c?, 

0, ce, —D, 

Dit punt ligt op de rechte in ’t oneindige Zar =0. De 
rechte die G met het middelpunt van den cirkel van Brocard 
verbindt is dus loodrecht op BC. Maar de poollijn (12) 
gaat ook door @’; en, vermits AK in K den cirkel van 
Brocard raakt, de rechte GK is de poollijn van @' t.o. z. 
van den cirkel van Brocard. Men heeft dus de volgende 
stelling s 

Het punt van Feuerbach van den driehoek gevormd door de 
raaklijnen in A, B, C aan den omgeschreven cirkel is de pool 
t. 0. z. van den cirkel van Brocard van de rechte die het 
zwaartepunt met het punt van Lemoine verbindt. 

En ook: 

De loodlijn wit het zwaartepunt op BC neergelaten gaat door 
het middelpunt van den cirkel van Brocard en het Feuerbach 
punt van den driehoek gevormd door de raaklijnen in A, B,C 
aan den omgeschreven cirkel getrokken. 


13. Uit de voorafgaande beschouwingen leidt men ook, 
met gebruik te maken van de in $ 11 vermelde eigen- 
schappen, de volgende stelling af : 

Het Feuerbach-punt van den driehoek gevormd door de raak- 
lijnen in A, B, C aan den cirkel ABC is het symmetriek van 
het zwaartepunt t. o. z. van BC. 

Hieruit volgt ook dat B, H, G, C op een cirkel liggen die den 
cirkel BAC, in G raakt. 

Men heeft nu ook 

LBGC SAB lS0 A, 
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Noemt men G’ het zwaartepunt van ÂAB,C,, dan is G’ 

het midden van AG’ en men heeft 
LC, GB, =4ZBGC==180° — ZA; 
G’ ligt dus op den cirkel A‚B‚C,. 

Het zwaartepunt van den driehoek AB‚C, ligt op den negen- 
puntencirkel van den driehoek ABC 

14. Dit punt G’ heeft eene merkwaardige beteekenis: 
het is de orthopool ') van OK. Inderdaad K is de projectie 
van A op OK en men ziet gemakkelijk dat KG’ loodrecht 
op BC is. Van daar de volgende stellingen : 

De orthopool van de rechte die het punt van Lemoine met 
het middelpunt van den omgeschreven cirkel verbindt is het 
zwaartepunt van A ABC. 

De orthopool van OK is symmetriek van het punt van Lemoine 
fo. z-van BO, 

15. Er bestaat ook eene merkwaardige betrekking tus- 
schen de orthopolen van OK en OH. Zij E de orthopool 
van de rechte van Euler OH; deze rechte snijdt den cir- 
kel ABC in E‚ en E,‚ en de Simson-rechten van deze pun- 
ten zijn loodrecht op malkander in het punt E van den 
negenpunten-cirkel. Noemt men dus E’, en E’, de projec- 
ties van E‚ en E‚ op BC en Z de hoek van OH met BC, 
dan is 

EA, =A,E’, =A, E'‚, = Recosh. 

Men heeft ook 


„tte bre? 
Kn (OHW ESE 
Dus 
R b? —c? 
A 50H ge 
en 
Cc? —a® a? —b? 
KB nr 5 PET 
of, indien c? — a? = a? — b?, 
EB: Orr. a 
Maar, volgens S 8, is 
GOB (14) 


1) Zie W, T. vorigen jaargang. 
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Uit (13) en (14) volgt dat EG’ evenwijdig is met B,‚C,. 

De rechte die de orthopool van den diameter van den omge- 
schreven cirkel die door ihet punt van Lemoine gaat verbindt 
met den orthopool van de lijn van Huler is evenwijdig met BC. 

16. De isogone punten van een driehoek zijn de punten 
V en V’ waaruit men de zijden onder hoeken van 120° of 
60° ziet. Deze punten zijn de snijpunten van de lijnen die 
men bekomt als men op zijden buiten- en binnenwaarts 
gelijkzijdige driehoeken construeert en hunne hoeken met 
deze van ABC verbindt. Zijn (fig. 3) BA,C en BA',C de 
gelijkzijdige driehoeken buiten- en binnenwaarts op BC 
geconstrueerd, dan is 


RT 

AA, =c? + a? — 2ac cos (B + 60°) 

— 

AA’,=b? + a? — 2ab cos (C — 60°) 
en, indien 2a? =b? + c?, 


tt] nn 
AA, 4 AA’, = 44? — 2u [c cos (B + 60°) + b cos (C — 60°)]. 
Maar 
c cos (B + 60°) + b cos (C — 60°) = 
c (cos B cos 60° — sin B sin 60°) 
+ b (eos C eos 60° + sin C sin 60°) = 


1(ceos B + beos 0) = ta. 
Dus ; 
mf — ij a 


ET 
AA; + AA’, =4a® — 24.5 = 3a? =A,A's 


De hoek VAV’ is dus een rechte hoek. Daar men uit V 
en V’ de zijden van ABC onder hoeken van 120° of 60° 
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ziet, kan men daaruit gemakkelijk afleiden dat VBV’ en 
VCV’ hoeken van 30° zijn. Dus heeft een gemiddelde drie- 
hoek waarin 24? =b? +c? de volgende eigenschap : 

De afstand van de isogone punten van den driehoek is uit A 
onder een rechte hoek, uit B en C onder hoeken van 30° gezien. 


CL 
$ 8 EN! 
Gemiddelde driehoeken waarin BE J- et 


17. De lijn OI snijdt den cirkel ABC in M,‚ en M, (fig. 4); 
de Simson-rechten van deze twee punten hebben als snij- 
punt p en vormen in dit punt een rechten hoek. Noemt 
men dus M’, en M’, de projecties van M,‚ en M, op BC, 
dan heeft men 


Aip=A; MA Me == RGORE 
waarin u de hoek van OI met BC is. Maar 
KR DA, Mien 
IO 201 
De afstanden vA,, B, pC, zijn dus in dezelfde verhou- 
ding als b—c, C—a, a—b. 
De betrekking 


Al NS 


ketanl 
me 
kan ook geschreven worden 


ble—a)=elab), CAGE 


bd 
Men heeft dus 
Cc 
oB, H pC, Den b 


De bissectrice van /B‚pC, snijdt dus B,C, in het voet- 
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punt van de bissectrice uit A, in A A,B‚C,. In dezen ge- 
middelden driehoek heeft men dus de volgende eigenschap 
van het punt van Feuerbach: 

De rechte die het voetpunt van de bissectrice uit A, in A 
A,B‚C, met het midden van de boog AH, van den negen- 
punten-cirkel verbindt gaat door het punt van Feuerbach. 

18. Het punt met normaalcoordinaten 

b—G, C—a, a—b 
metop de rechten Ze=0, Zan=0. 

Indien men de betrekking (15) heeft, ligt het ook op 
by — cz =0, 

dit is de zwaartelijn uit A. Men ziet dus dat de zwaarte- 
lijn uit A evenwijdig is met de rechte die de voetpunten 
der uitwendige bissectricen verbindt. Vermits deze laatste 
rechte loodrecht op OI is (zie S4), heeft men deze stelling : 

De middelpuntenlijn van de om- en ingeschreven cirkels is 
loodrecht op de zwaartelijn uit A. 

19. Het punt 

[a(b— ec), ble —a), c(a—b)l 
ligt op de rechten 


En=0, EÉ=0 
a 


en ook volgens (15) op de bissectrice y =z. 

De bissectrice van A gaat door het snijpunt van de rechte 
van Lemoine met deze die de voetpunten der witwendige bissec- 
tricen verbindt. 

20. De rechte IG heeft als vergelijking 

a(b—eedb(e— a)ythela—b)ez=0 
en snijdt BC in het punt met coordinaten 
0, c(a— b), — b(e 25 d), 
of, indien men tusschen de zijden de betrekking (15) heeft, 
0, 1, —1; 
het is het voetpunt van de uitwendige bissectrice uit A. 

De rechte die het middelpunt van den ingeschreven cirkel met 
het zwaartepunt verbindt gaat door het voetpunt van de uit- 
wendige bissectrice uit A. 

21. Het snijpunt van IK met BC heeft, volgens $ 5, als 
coordinaten 0, (a—b), —(c—a). 


110 


Indien men de betrekking (15) heeft ligt dit punt op de 
rechte van Lemoine E=0. Men weet dat deze de zijden 


snijdt in de middens der afstanden der voetpunten der in- 
en uitwendige bissectricen. 

De rechte die het middelpunt van den ingeschreven cirkel 
met het punt van Lemoine verbindt gaat door het midden van 
de afstand der voetpunten der in- en witwendige bissectricen 
van L Á. 

IV. 


Algemeene beschouwingen. 


22 Men beschouwt een driehoek waarin 
Zalen 
De afstanden van het punt (a?—1, gm—l, *—1) naar 
de zijden zijn 
2atl 0 0 RD 
an db HC , ar Abt er 2 an DR HC 4 

De afstand naar de zijde BC is dus 

gam! 20 ha 


Za re) 


De rechte die het punt (a*—l, pm—1, MD met het zwaar- 
tepunt verbindt is evenwijdig met BC. 


23. Het punt 
Fr (b ded. ek pr (cr 4-Â a”, c (a Ln by] 
ligt op de rechten 


x y ne 
a” la pe In ci! Jg 0 
edyt2=0 
U Ze 
be Ee cr 
Men heeft dus deze stelling : 
De harmonische poollijn van het punt U (a”*‚ B”, €”) ontmoet 
de rechte die de voetpunten der uitwendige bìissectricen verbindt 
op de rechte AU, 


1 


24. Het punt met normaalcoordinaten 
OO 
ligt op de bissectrice AA’ en ook op de rechten 
etytz2=0 
a db y + cz =0. 

Daaruit volgt deze stelling : 

De rechte die de voetpunten der witwendige bissectricen ver- 
bindt ontmoet de harmonische poollijn van het punt U’ 
(a % hb A, C ®)op de bissectrice AA' 

25. De rechte IV heeft als vergelijking 

OE) pH (CT A) zy + (a HI) 2 == 0 

Deze rechte snijdt BC in het punt 

(0, Bs (a nie: b) ’ (on wE d”)] 
of, indien a”— 7 —= — af”, 
(OE 

De rechte die het voetpunt der uitwendige bissectrice van / A 
met het middelpunt van den ingeschreven cirkel verbindt gaat 
door U. 

26. De rechte IU’ heeft als vergelijking 

ar (DP CP) a HD (CP APD) y HC (az == 0 
en snijdt BC in het punt met coordinaten 
0, dn ci (a— br br (e— ae) 
of 
Ore ib 
Dit punt ligt op de rechte 
a a db ye” 2=0. 

Het is de harmonische poollijn van U’. 

De rechte die het middelpunt van den ingeschreven cirkel 
met U’ verbindt snijdt de zijde BC op de harmonische poollijn 
van U’. 

27. Om deze algemeene eigenschappen toe te passen is 
het noodzakelijk de punten met coordinaten van den vorm 
a”, Hb, c” aan te duiden. 

(1, 1, 1) Middelpunt van den ingeschreven cirkel, 

(a, b, c) Punt van Lemoine, 
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(- n 7 , e) Zwaartepunt, 
(a?, b?, c?) Snijpunt L van de punten A, B, C verbinden 
met de symmetrieke punten van de voet- 
punten der inwendige bissectricen t. 0. z. 


van de middens der zijden, 

(5 : Ee 4 E) L/ inverse punt van L, 

(a®, bè, e°) Pool van de lijn van Brocard *) t. o. z. van 
den cirkel van Brocard, 

(5 ’ ; ) Homologie-punt van den eersten drie- 
hoek van Brocard en den driehoek ABC. 

28. Is m==l, de voorafgaande beschouwingen geven 

SS 3—5. In dit geval geven $ 22 en $ 26 dezelfde stelling. 
Ae | 


Is m=— 1, dan is 5 zn: Voor dezen driehoek 


geeft S 22 nog deze eigenschap: 

De rechte GL’ is evenwijdig met BC. 

Met m==2 bekomt men S 6 en nieuwe eigenschappen 
van den driehoek waarin 2a? =b? + c?. 

Als m — —?2, de driehoek is gekenmerkt door de betrekking 


2 jk 1 
rk 


Men heeft dan door toepassing van SS 22—2% eenige 
merkwaardige eigenschappen, bijvoorbeeld: 

De rechte die het zwaartepunt verbindt met den pool van de 
rechte van Brocard t.o.z. van den cirkel van Brocard is 
evenwijdig met BC, 

Als m=3, tusschen de zijden van den driehoek bestaat 
de betrekking 2a% = bs} c?, 

In dezen driehoek is de rechte GL evenwijdig met BC. 

In dit geval en ook als m —=— 3, dus als 

2 1 1 

as peer 
hebben de pool van de lijn van Brocard t. o.-z. van den 
cirkel van Brocard en het homologie-punt van den eersten 
driehoek van Brocard en A ABC merkwaardige eigen- 
schappen die men door toepassing van 88 23—26 bekomt. 


1) Rechte die de punten van Brocard verbindt, 
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Les triangles spéciaux 
r‚=aet a —b‘ jc! 
PAR 
J. NEUBERG (Liège). 


J’'emploie les notations habituelles : 
a,b,c, A, B, CO, S, les côtés, les angles et la surface du 
triangle fondamental ABC, O, I, I,, I,, 1,, les centres des 
eercles circonscrit et tritangents: R, r, r,, 74, r, leurs 
rayons; D, D,, Dz, D, les points de contact du côté BC avec 
iesscercles I,1I,,1,,l,; les hauteurs AH,, BH;, CH; 
My Mp, Mo, les médianes AM, BM;, CM; p, pas Do Po le 
demi-périmètre de ABC et les quantités p—a, p—b, p—c. 


Le triangle r,—= a. 


1. L’annuaire de Association francaise pour l'avancement 
des sciences, 1897, p.p. 107—128, contient un article de 
Barisien sur ce triangle; l'auteur y étudie de nombreux 
lieux géométriques. 

J'extrais de cet article les relations suivantes: 

at h= b Fe, h,= 2po PPP = apa; 
1 
ERE ig Cotr(egtro re) r; 
auxquelles on peut ajouter celles-ci: 
cosjA=cos}Bcos}Q, tg4BtHtg4C=l, 

p(a)=ba? —3(b He) at — (b—e)?a— (be) (b — Ce)? =0. 

On peut se donner arbitrairement les côtés bet c. En 
effet, l'équation p(a)—=0 admet une racine comprise entre 
|b—c| et b4 ce. Les deux autres racines sont imaginaires, 
car une valeur négative de a ne peut satisfaire à l'équa- 
tion h, =p 

Pour econstruire sur une base donnée BC un triangle 
P4=a, déerivons avec le rayon a une circonférence A 
qui touche BC en un point queleonque D, situé entre B 
et C; les tangentes menées à A par les points B et C se 
coupent au sommet A d'un tel triangle. 

Wiskundig Tijdschrift, 17e Jaargang. 8 
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2. Les développements suivants complétent en quelque 
sorte l'article de Barisien. 

Pour faciliter les explications, désignons par CX et BX’ 
les prolongements de BC et CB; élevons en M‚la perpen- 
diculaire M‚Y au-dessus de BC et soit M‚Y’ son prolongement 
au-dessus de BC; enfin, portons sur M‚Y’ les longueurs 
M‚A,=a, M‚„Z=2a et tracons par Z une parallêle V’V 
à BC. 

Cela posé, nous faisons glisses la circonférence A de 
rayon a entre les tangentes X’X et V/V. Lorsque le con- 
tact avec X’X a lieu en B ou C, les tangentes menées par 
ces points à A se coupent respectivement en C ou B. 
Dans lintervalle, les tangentes issues de B et C se ren- 
contrent au-dessus de BC et forment avec BC un triangle 
"44. Soit A, la position de A qui au eercle A de 
centre A‚; on a alors 

ath,=2b=2l(hi +-ka°), d'où hit d 


3. Si le cercle A touche CX en un point D;, les tan- 
gentes menées par B et C se coupent en un point A 
au-dessous de BO, et l'on obtient un triangle r, =a, qui 
satisfait aux égalités “ 


hj=adeb, PPaPe= 4D; » 
1 1 1 1 
RR 
(rarz + rare + rota) ro? = (ro + 10) 147, 
sintA=sintBeostC, ecot4B—tgiC=l, 
Da? —3(b —c)a? —(b Hc)? a—(b—e)(b + C)? =0. 
Le triangle isocêle de cette série est A,BC. Soit D,’ le 
point où le cercle correspondant A touche CX: on a 
2b—a_ 2A,C —a 
CD’ =P BSE en TOE Tan = AC ET M‚C. 
Á mesure que le cercle A s’éloigne dans la direction CX, 
le point A se rapproche de la droite CV. 


4. Si ce cercle touche BX’ en un point D,, le triangle 
correspondant de ABC est de l'espêce r,=a et Von a: 


he=atb—e, PPP De, 


MS 
far + ruf + ra) ro = (rj + r‚)? Vas 
sinfA=cos}BsinsO, cot4C—tg!B=l, etc. 
5. Barisien a trouvé pour le lieu de A léquation 
ER Ue a Za — 0) 
a ( Da Hy) 
Cette courbe est une cubigue strophoïdale, passant par le 


point A, (o, 54), ayant un point double au point A, (o, — a) 
et pour asymptote la droite V’V (2a + y = 0). 


Le triangle pseudo-pythagoréen at —=b* + c*. 


Voici des indications bibliographiques puisées dans la 
revue Zeitschrift für mathematischen und natwrwissenschaft- 
lichen Unterricht. 


Tome XXXI, p. 524. On y trouve les relations 


cot 2A J-cot BHcotC=0, . .……. .… (1) 
LAA DD LOR rar eeen (2) 
ROE Nr EE EM) 


établies analytiguement en réponse à une question pro- 
posée par M. Fleck. 

Tome XXXIV, p. 335, et Tome XXXV, pp. 123—126 et 
488—490. M. Eckhardt exprime par un seul terme les 
guantités 

ab? 4 bee? 4 e?a?, bt Het +at, 
at + bt Het — afb? —b?e? —Cta?, 

Tome XXXVII, p.p. 84-88. Article de M. Eckhardt sur 
le triangle at = bt + ct, 

Tome XLI, p.p. 26—33. Article de M. Eckhardt sur les 
quatriêmes puissances des côtés d'un triangle. 

La présente note a pour objet un exposé assez simple, 
pour ainsi direct, de la théorie du triangle a*=bt + ct, 


6. Soit ABC un triangle quelconque, inscrit dans une 
circonférence de centre O. 1) Menons en B et C les tan- 
gentes, qui rencontrent eu X et Y la parallêle à BC par 
A; BCYX est le trapèze adjoint (Eckhardt). Pour abréger 
nous posons 

Dn Oef AN =d A= A= yd 


Omme 


1) Le lecteur est prié de faire la figure, 
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Les triangles AXB, BAC, CAY sont équiangles ; par suite 


be Ga b? 
É mn a’ LL == Pi y == PE . . e . . (4) 
be = at=al/ ay, bt Fet =alrty=aa (5 


Les angles AXB, AYCO, BAC étant égaux, on a: 
c? ==? Ht? — 2x Cos À, 
b2 =y? Jé* —24y cos A, 
a? =b? HC? —2ta cos A; 
en ajoutant membre à membre ces dernières équations 
on obtient 
at == Hy? —Al(adal)eosA—tl] . . « (6) 
Soit M le milieu de la droite qui joint les milieux X’Y’ 
des tangentes BX, CY; alors a 4 a’ =4MX’, t=2BX’, et 
Yégalité (6) devient 
at ==? Hy? — 4 (2MX’ cos A — BX) 
—= 0? Hy? — 4 (2PX/ — BX), 
P désignant le projection de M sur la droite BX. 
Donec, si BX’ =2PX’, ce qui revient à MX’ = MB, il vient 


Cen DE 
ohhh hr 


c'est à-dire af =bt Het, et ABC est un triangle pseudo- 
pythagoréen. 


ferd 


{. Nous suppons maintenant MX’ == MB, de sorte que la 
circonférence de centre M et de rayon MB passe par X/, 
Y’ et C. L’angle M‚BM étant égal à BMX’ et par suite — 
à 180° —2A, on voit que 

angle MBO == 90° — BOM, == 90° — A= M BM =| CMY? 

Il en resulte que le centre O du cercle ABC coïncide 
avec le centre du cercle inscrit au triangle MBC et appar- 
tient aussi aux droites BY’ et CX/. 

Ce résultat donne un moyen de construire un triangle 
pseudo-pythagoréen dont on donne la base BC et le hau- 
teur A, En effet, aprês avoir porté sur la perpendiculaire _ 
élevée au milieu M‚ de BC lalongeuer M‚M, =h,menons 
par M,‚ et par le milieu M de M‚M, des parallêles p, et p 
à BC. De M comme centre, avec le rayon MB, déerivons 
une circonférence qui coupe p en des points X’et Y’; en- 
suite, du point d’intersection O des droites BY’ et CX’ 
comme centre, avec le rayon OB, décrivons une seconde 
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circonférence. Celle-ci rencontre p en deux points A et A, ; 
les triangles ABC et A,BC résolvent le problème. 

Pour que la construction soit possible, h, ne peut sur- 
passer le hauteur du triangle isocèle qui correspond à 
Yégalité at =bt Jet; done le maximum de h, est 


qe a* a ë 
Vla) 0 
mais tosons H_B=4, HC=y, H‚M,=a; alors 
a=fBy=h,(cot B + cot C). 
D'autre part, dans le triangle M‚BC 
a=jth;cot MBM =—}h,cot2A. 

En égalant les deux valeurs de a on obtient la formule (1). 

b). Soit w langle de Brocard de ABC. De Y'égalité (1) 
on déduit successivement 

cos2A cos A 1 
sin2A sinA' Cte=0, ma 
ce qui démontre la formule (3). 
On a vu que b? + ec? =aa’. Par suite 
bt alat) MX MB 
4s Zahn zeM Me MoM: 

Il résulte de là que langle de Brocard de ABC est égal 
à MX'A, et Yon a aussi une seconde démonstration de la 
relation (3). 

Bs On a, si b)e, 

By=(Jatae)lka—a)=tat —at. 
Or, de 52 =h? + #?, Cc? =h,? +? on déduit 
br ct=yt == tB)(y— B)=a.2e; 
de là une première valeur du produit £y 
Ee (b2 — CP at —bt—et+2b?e? _ bee? 
B 07 Boie Aa? — 4a® 


+ cot w == 0, 


Comme on a aussi 

By h.*cotBeotC, 
il vient 

hie aa hscotb cot 0, 

et à cause de ah, =2S == be sin A, 

2sin? A =tgBtgC. 

Remarguons aussi la relation 
Bu == Ah: 
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Constructies van punt en raaklijn van kegelsneden 


DOOR 
Dr. W. A. VERSLUYS (Den Haag). 


S 1. Parabool. (Fig, 1.) 

Men weet, dat de voetpuntskromme van een parabool 
voor het brandpunt, de topraaklijn is. Omgekeerd is de 
parabool de negatieve voetpuntskromme eener rechte, hier 


Fig. 1. 


voor het brandpunt. Kent men dus van een parabool 
brandpunt F en topraaklijn /, dan is iedere loodlijn in een 
punt P van / op PF een raaklijn aan de parabool. Zij nu 
Q, het punt waar deze loodlijn de parabool aanraakt, dan 
kan men Q, bepalen, door gebruik te maken van de 
bekende : 

Stelling: De normaal der voetpuntskromme in P deelt de 
voerstraal naar het contactpunt der raaklijn, waarop P ligt, 
middendoor. 

Laat O en V de voetpunten zijn der loodlijnen respec- 
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tievelijk uit F en Q op ! neergelaten, dan is dus P het 
midden van OV, waaruit weer volgt, dat, als QP de rechte 
FO in S snijdt, P het midden van QS moet zijn. 

Dit geeft ter bepaling van een raaklijn met raakpunt 
eener parabool, wanneer het brandpunt F en de topraaklijn 
l gegeven zijn, de constructie: 

Zij O het voetpunt der loodlijn uit F op / neergelaten ; 
zij M een willekeurig punt op FO. Beschrijf met middel- 
punt M een cirkel door F en zij S het tweede snijpunt 
met FO en P een snijpunt van dezen cirkel met /, dan is 
SP een raaklijn aan de parabool. Zij Q het punt waar PS 
nogmaals snijdt den cirkel met middelpunt P door S, dan 
is Q het punt waar SP de parabool raakt. 

Bij deze constructie zijn gebruikt, behalve de twee vaste 
rechten Zl en OF, één rechte en twee cirkels. 

_ Opmerking I. M moet zóó gekozen worden, dat de cirkel 
met middelpunt M door F' de lijn Z ontmoet. 

Opmerking II. Uit de constructie volgt gemakkelijk, dat 
Q evenver ligt van F als van de rechte evenwijdig met / 
op een afstand gelijk aan FO en aan de andere zijde van 
lals F. Ook elementair bewijst men dus gemakkelijk, dat 
Q, op de parabool ligt. 

Opmerking III. Men bewijst gemakkelijk, dat QP de hoek 
tusschen QF en QV halveert, zoodat ook elementair te 
bewijzen is, dat QP de parabool in Q, raakt. 


S 2, De Ellips. (le manier). (Fig. 2.) 

Zij gevraagd punten eener ellips te construeeren met 
de raaklijnen in die punten, als gegeven zijn de brand- 
punten F,‚ en F, en een op F‚F, gelegen top A. De voet- 
puntskromme van de ellips voor het brandpunt F, is een 
cirkel met middelpunt M in het midden van F,F,, door A; 
omgekeerd is de ellips de negatieve voetpuntskromme 
van dezen cirkel, zoodat men raaklijnen der ellips ver- 
krijgt, door in de punten van den cirkel loodlijnen op te 
richten op de voerstralen naar F,. Zij Peen punt van den 
cirkel, Q het punt, waar de loodlijn in P op PF, de ellips 
aanraakt, dan ligt, volgens de in $ 1 aangehaalde stelling, 
Q, zoodanig, dat QF, door de normaal MP gehalveerd 
wordt. 
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Ter bepaling van het punt Q, met de raaklijn QP heeft 
men nu de volgende constructie : 

Zij P een willekeurig punt van den cirkel met middel- 
punt M door A, Laat S het punt zijn, waar PF, dezen 


Fig. 2. 


cirkel nogmaals snijdt en R het tegenpunt van S, dan is 
RP een raaklijn aan de ellips. 

Zij B dàt snijpunt van PF, met den cirkel met middel- 
punt f, en straal 2MA waarvoor BF, =2PF,, dan is het 
snijpunt Q van BF, met RP het punt, waar RP de ellips 
aanraakt. 

Bij deze constructie zijn gebruikt, behalve de twee vaste 
cirkels met middelpunten M en F,, vier rechten. 

Opmerking 1. Men bewijst gemakkelijk, dat QF, + QF, 
—=2MA, waaruit ook volgt, dat Q een punt der gevraagde 
ellips is en dat QP gelijke hoeken maakt met de voerstralen 
uit Q naar de brandpunten eu dus de raaklijn in Q is. 

Opmerking IL. Men bewijst gemakkelijk, dat QF, even- 
wijdig is aan RS. Ter bepaling van het contactpunt Q op 
RP kan men in plaats van den cirkel met middelpunt F', 
ook één der twee volgende constructies gebruiken. 

le Constructie: Beschrijf met middelpunt F, en 
straal 2MA een cirkel; zij C dàt snijpunt van dezen cirkel 
met F‚R,‚ waarvoor men heeft: F,C=2F,R; de rechte 
F,C snijdt dan RP in het gezochte punt Q. 
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2e Constructie: Beschrijf een cirkel met middelpunt 
F,‚ en straal MA. Zij D dat snijpunt van dezen cirkel met 
een cirkel met middelpunt R en straal MF, zóó dat DRMF, 
een parallelogram is, dan is DF, evenwijdig aan RM en 
snijdt dus RP in het gezochte punt Q. 


S 3. Ellips. (2e manier.) 

Daar het punt Q, der ellips op de rechte BF, ligt en de 
raaklijn in Q, aan de ellips de lijn BF, loodrecht halveert, 
heeft men, ter bepaling van het punt Q en de raaklijn k 
in Q eener ellips q met brandpunten F, en F, en groote 
as 2a, de volgende 

Constructie: Zij B een willekeurig punt van den 
cirkel met middelpunt F, en straal 2a, k de gemeenschap- 
pelijke koorde van de twee cirkels met stralen 2a en 
middelpunten B en F,. Zij Q het snijpunt van k met BF,, 
dan is Q een punt en k de raaklijn in dat punt der ellips q. 

Bij deze constructie zijn gebruikt, behalve de twee vaste 
cirkels met middelpunten F, en F,, twee rechten en één 
cirkel. 

Vallen F,‚ en F, samen in een punt M, dan wordt de 
ellips g een cirkel met straal a en volgt uit het voor- 
gaande, ter bepaling van de raaklijn in een punt Q, van 
den cirkel q met middelpunt M de 

Constructie: Zij B het punt, waarin MQ snijdt den 
cirkel met middelpunt M en straal 2a (MB =2 MQ) en 
k de gemeenschappelijke koorde der beide cirkels met 
stralen 2a en middelpunten B en M, dan is k de raaklijn 
in Q aan cirkel g. 

Bij deze constructie zijn gebruikt, behalve één vaste 
cirkel met middelpunt M en straal 2a, twee rechten en één 
cirkel. 


S 4. Hyperbool. (le manier.) 

De constructie van punt en raaklijn eener hyperbool, 
waarvan de brandpunten F,‚ en F, en een top A op FF, 
gegeven zijn, is dezelfde als de constructie voor de ellips 
gegeven in 8 2, slechts met dit onderscheid, dat nu de 
brandpunten F,‚ en F, liggen buiten den cirkel door A 
met M tot middelpunt. 
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In fig. 3 is de constructie uitgevoerd. 

Opmerking: 

Zij P’ een contactpunt van een raaklijn uit F‚ aan den 
cirkel met middelpunt M. Valt P in P’, dan valt ook S in 
P’, terwijl R het tegenpunt van P’ is, zoodat de straal PM 
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van dien cirkel een raaklijn aan de hyperbool is. Het con- 
tactpunt is het punt waar MP’ snijdt de rechte F‚B’, als 
B’ het punt is waar de cirkel met middelpunt F', en straal 
2MA, de rechte F‚P’ raakt. De rechten F,B’ en MP’ zijn 
evenwijdig, het contactpunt van MP’ ligt dus op oneindig, 
m. a. w. MP’ is een asymptoot. 

Evenzoo is de lijn, die M verbindt met het contactpunt 
der tweede raaklijn uit F, aan den cirkel met middelpunt 
M, een asymptoot. 


S 5. Ontaarding. 

De overgang tusschen de gevallen, dat het brandpunt 
F, binnen den cirkel met middelpunt M en daarbuiten ligt, 
is het geval, dat F,‚ op dien cirkel ligt, dus in den top A 
valt. Van de twee snijpunten P en S van een willekeurige 
rechte door F‚ met den cirkel met middelpunt M en straal 
MA, ligt er nu één in F‚ op den cirkel. 
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Is P een willekeurig punt van den cirkel, dan ligt Sin 
F,. Het punt R waar MS den cirkel nogmaals snijdt is nu 
het tegenpunt F,‚ van F,. De raaklijnen van de kegelsnede 
gaan dus nu door het punt F, en ontmoeten in F', de rechte 
F,B, zoodat de contactpunten Q alle in F, vallen. 

Valt P in F,, dan is S een willekeurig punt van den 
cirkel, de rechten PR gaan nu alle door F,. Daar de cirkel 
met F, tot middelpunt en 2MA =2MF, tot straal door F, 
gaat, valt B en dus ook Q in F,. 

In het overgangsgeval ontaardt dus de kegelsnede, als 
meetkundige plaats harer raaklijnen beschouwd, in twee 
bundels met F,‚ en F, tot dragers. Alle punten Q, der 
kegelsnede komen in F,‚ en F,, 


8 6. Hyperbool (2e manier). 

Daar het punt Q der hyperbool ligt op de rechte BF, en 
de raaklijn in Q de rechte BF, loodrecht halveert, heeft 
men, ter bepaling van een punt Q en de raaklijn in Q 
eener hyperbool q met brandpunten F,‚ en F, en reeële as 2a, 
de volgende: 

Constructie:Zij Been willekeurig punt van dencirkel 
met middelpunt F, en straal 2a en k de gemeenschappe- 
lijke koorde van twee cirkels met stralen gelijk aan F,‚F, 
en middelpunten B en F,; zij Q, het snijpunt van k met 
BF, dan is Q een punt en k de raaklijn in Q der hyperbool g. 

Bij deze constructie zijn gebruikt, behalve twee vaste 
cirkels met middelpunten F,‚ en F,, twee rechten en één 
cirkel. 


Verslag van een Mondeling Examen Kv in 1919, 


Analytische Meetkunde. avytbxzdeyz=0. Wat stelt 
dit voor? Laat dat zien. Wat weet ge voor bijzonders 
van dezen kegel? Welke eigenschap kent ge van zoo’n 
gelijkzijdigen kegel? (bezit oneindig veel stellen van 3 
onderling loodrechte beschrijvenden). Hoe is de gang van 
het bewijs voor deze eigenschap ? Hoe vindt ge den nor- 
malenkegel? Als m. pl. der normalen in O. En ook zoo: 
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Kies beschrijvende rechte, breng hierop in O het normaal- 
vlak aan; dan komt de normalenkegel te voorschijn als 
omhulde dier normaalvlakken. De bewerking daarna uit 
te voeren op twee manieren: door eliminatie van den 
parameter en ook door den discriminant van een optredende 
vierkantsvergelijking gelijk nul te stellen. 


L=A COS Pp Wat stelt dit voor ? Waarom een ruimte- 
y=asino kromme? De formule voor raaklijn en voor 
z == bg. osculatievlak af te leiden. Op welk opper- 


vlak ligt deze kromme? Welk bijzonder verband kan er 
bestaan tusschen raakvlak aan het oppervlak en osculatie- 
vlak der kromme in al haar punten? (Antw.: loodrecht 
op elkaar staan of samenvallen; in ’t eerste geval krijgen 
we een geodetische lijn, in t laatste geval een asympto- 
tische lijn van het oppervlak.) Wat is de ruimtekromme 
hier? ’t Bleek een geodetische lijn te zijn. 

Kunnen de 3 gegeven vergelijkingen ook een oppervlak 
voorstellen ? Ja, b.v. als a veranderlijk is. (Vergelijking in 


Cart. coörd. wordt dan: z=bbgtg Za Schrijf eens de 


diff.vergelijking der asymptotische lijnen op en onderzoek 
eens wat deze hier oplevert. 

Beschrijvende Meetkunde. 

Orthogonale projectie. Gegeven: een as a | H en een lijn 
b, die wentelt om a. Wat ontstaat ? Construeer nog 2 andere 
andere beschrijvenden c en d van deze om w.hyperboloïde. 

Verder is een vierde lijn gegeven, die a snijdt. Hoe con- 
strueert ge een transversaal, die b, c, d en ! snijdt? Leidt 
tot het bepalen der snijpunten van / met de hyperboloïde. 

Axon. projectie, In het XOZ-vlak is een rechte a gegeven 
JL XOY-vlak; in het XOY-vlak een willekeurige rechte b. 
Het XOY-vlak is richtvlak, a en b zijn richtlijnen. Wat 
ontstaat? Verder ligt op a een punt T, dat de top is van 
een kegel; richtlijn van dezen kegel is een cirkel in het 
XOY-vlak, die de X-as in het voetpunt van a raakt, en 
wiens middelpunt daarna gegeven werd. Construeer een 
punt der doorsnede van paraboloïde en kegel. 

Orthogonale projectie. Gegeven een scheeve vierhoek, 
waarvan 2 zijden in het horizontale en 2 in het verticale 
vlak liggen. Kan door de zijden van dezen scheeven 
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vierhoek een hyperbolische paraboloïde gebracht worden ? 
Construeer een punt dezer paraboloïde. 

Centrale projectie. Gegeven een willekeurige vierhoek. 
Kan dat de centrale projectie van een vierhoek zijn? 
Onderzoek dat eens. 


log z 


Differentiaalrekening. Gegeven: y= OVL a 
C 


Gegeven: z= f (u,v); w en v zijn functies van x. Gevr. ie 
Reeks van Taylor afleiden. Toepassen op U (142), waarbij 
voor x” positief een andere vorm van den restterm moet 
gebruikt worden dan voor « negatief, 
ee 1 1 S 
Bepaal lim B ee) Regel van de l’Hôpital voor 
a=—=0 % e” — 1 


bewijzen. 


Uitgebreide middelwaardestelling bewijzen. 
Integraalrekening. 


T Geldigheid bewijzen. Berekenen door 
2 reeksontwikkeling en daarna termsge wijze 
de ___integreeren. Reeks blijkt echter divergent 


) B (l—sin' ©) te zijn. Dan eerst voor de bovengrens kiezen 


een waarde t DE en aantoonen, dat de reeks gelijkmatig 


convergent is, en dus voor een gebied binnen (o, De) 
term voor term geïntegreerd mag worden. Daarna aan- 
toonen, dat ook voor lim Ee de reeks der geïntegreerde 


termen convergent blijft. 
oo Eerst weer geldigheid onderzoe- 
[E( Tr ADk ) ken. Berekening geschiedt met 
e COS 7 N 
Ö g behulp van een dubbele integraal 


1 ee) 
If dy 
| mn Í e dy |. 
0 . 
Mag dat integreeren onder het integraalteeken hier zoo 
maar plaats hebben? (Met het oog op het oneindig-groot 


integratievak zou de geldigheid van dit integreeren hier 
nader onderzocht moeten worden; dit is echter een zeer 
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subtiele kwestie, waaromtrent geen nader onderzoek vert- 
langd werd.) 
b 


Het bestaan van | f(«) de bewijzen. 


a 

xy = pq, oplossen met Charpit. En dan ook zoo: 
Died 

% 4 

den in verschillenden vorm. Hoe te verklaren ? Hierbij 

kwam te pas het begrip vlakelement en integraal-opper vlak. 

Amsterdam. A. J. DREWES B.F.z. 


== a, enz., waardoor twee oplossingen gevonden wer- 


Opmerking 


betreffende de algemeene oplossingsmethode van niet- 
lineaire differentiaalvergelijkingen van de eerste orde 
DOOR 
JOH. DE GANS (Utrecht). 


Ter uitvoering van de voorwaarde 
ODS OD ORD 
nde an 

worden in Czuber, Vorlesungen über Diff. u. Integr. rechn. 

IL, de vergelijkingen: F (x, y, z, p, g)=0 en f(x,y,z, p, q) 

=d, waarvan de eerste de gegevene differentiaal vergelij- 

king en de tweede de gezochte befrekking voorstelt, beide 
gedifferentieerd onder het gezichtspunt dat p en q functies 
zijn van «, y en z, waarna uit de zoo-gevonden zes verge- 
lijkingen de noodige grootheden berekend worden. 

Maakt men echter gebruik van de omstandigheid dat 2 
een functie is van w en y,‚, en differentieert men alzoo de 
vergelijkingen slechts naar x en y in de onderstelling dat 

z een samengestelde functie van & en y is, dan wordt men 

tot betrekkingen gevoerd die, op eenvoudiger wijze d 

boven aangeduid, tot de bekende homogene lineaire diffe- 

rentiaal vergelijking leiden. Er ontstaan dan n 1. de betrek- 
kingen; 


12% 


tipt GLA) +Ô Jen 
tap ze fe E p)+} de lp)=0@ 
EE (Bale) (tie) 


òf df ge sE 
MTN den Me) 


en uit (1) en (2) volgt voor 


ò ò pg 
En + ne p dadelijk : 


TN TEEN EEND 
Dato fankrdfs “ò(p, 9) 
òp de dz 

uit (3) en (4) voor 


opd e 
5 LE se q dadelijk: 


OL OEL ROE 
òy dz? dq (Ff) 
af df _ òf | -9(p, 9)” 
VEN EER 
zoodat 
SE FE _2F oF FP _ AF 
Te eeN 
ORNE Ee Lof BARDES ef 
òp _ òr dz? — òy dz 1 ag | 


de noodzakelijke voorwaarde voorstelt, welke een andere 
vorm den bekende homogene lineaire differentiaal-vergelij- 
king is. 


Correspondentie, 


Voor diegenen onder de lezers van het Wiskundig Tijd- 
schrift, die de groote leerboeken over hoogere algebra van 
Weber e.a. niet kennen, zou ik naar aanleiding van de 
stukken van Dr. Kempe in den loopenden jaargang, de 
volgende opmerkingen willen maken ; 
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le. Het bewijs van Abel is volkomen exact. 

2e. Daar men tegenwoordig een veel dieper inzicht 
heeft in de theorie der vergelijkingen, heeft men ’t bewijs 
van Abel in ‘t geheel niet meer noodig, en bewijst men zijn 
theorema op een meer doorzichtige wijze, die geheel anders 
is dan de manier van Abel. Zie daarvoor Weber, Algebra _ 
I bl. 644 en volgende, waar op bl. 651 t theorema voor 
den dag komt. 

De waarde, die moet worden toegekend aan de elemen- 
taire beschouwingen van Dr. Kempe (die trouwens zelf in 
zijn tweede stuk erkent dat zijn bewijs geen bewijs is) kan 
iedereen gemakkelijk zelf bepalen. 

Amsterdam. Dr. N. G. W. H. BEEGER. 


bladvulling, 


Ziehier een nieuw bewijs voor Menelaüs. 

A ABC. Op AB of verlengde P,, op BC of verl. P,. Door 
gelijkvormigheidstransformatie 1 t.o. v. punt P; denk ik 
alle punten getransformeerd, echter zoo dat A in B over 
gaat, door transf. II t. o. v. punt P, gaat Bin Cover. Door 
een 3e transformatie III t. o. v. P, denk ik de oorspronke- 
lijke ligging van alle punten weer bereikt. (De transfor- 


maties vormen een groep). Dan is LD X Dn X 


Door III gaat C in A over, dus P; ligt op AC. Achtereen- 

volgende toepassing van I en II is identiek met III’, om- 
gekeerde van III. P, is het punt, dat door toepassing van 
III of III’ dus ook door achtereenvolgende toepassing van 
Il en II onveranderd blijft. Dit laatste is slechts mogelijk, 

indien. E‚-opsPrPsesliet Oet 

Het eigenaardige van dit bewijs dunkt me, dat geen 

hulplijnen en ook geen figuur noodig is. Het is ook het 
bewijs voor de volgende stelling (identiek met Menelaus): 
Twee achtereenvolgende geliĳjkvormigheidstransformaties 
zijn identiek met één transformatie, wier centrum ligt op 
de verbindingslijn der centra der eerstgegevene. 


Rotterdam. R. G. KORTMULDER Jr. 
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Kine Laplacesche Näherungsmethode und ihre Anwen- 
dung auf das Bernoullische Theorem 


VON 
HANS KOEPPLER (Berlin). 


Um verschiedene Aufgaben der höheren Wahrscheinlich- 
keitsrechnung einer Lösung zugänglich zu machen, hatte 
Laplace in seiner „Théorie analytique des probabilités” 
ein Verfahren angegeben, nach welchem das Integral 


B 
| F@) az, 


dessen Integrand für &—=« und e= zu Null wird, annä- 
hernd berechnet werden kann, Poisson, der bedeutende 
Schüler des Laplace, hatte sich ebenfalls mit diesem Gegen- 
stand beschäftigt und die Ergebuisse seiner Untersuchun- 
gen in seinem bekannten Werke „Recherches sur la pro- 
babilité des jugements en matiére criminelle et en matière 
civile” bekanntgegeben Dem Vorgange des Laplace und 
Poisson folgen auch die leicht verständlichen Darstellun- 
gen, die man in der deutschen, von Czuber herausgegebenen 
Bearbeitung der „Vorlesungen über Wahrscheinlichkeits- 
rechung des Holländers Meyer findet. Da es dem Ver- 
fasser auffiel, dafs die Methoden, welche Poisson gegeben 
hatte, trotz ihrer gröfseren Genauigkeit eine geringere 
Beachtung gefunden haben, so unterzög er sich unter 
Zugrundelegung der deutschen, von Schuuse unter dem 
Titel „Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechung und 
deren wichtigsten Anwendungen” herausgegebenen Bear- 
beitung des Poissonschen Werks der Aufgabe, die Darstel- 
lungen des Poisson über das Bernoullische Theorem mit 
einer den gegenwärtigen Anforderungen der Wahrschein- 
lichkeitsrechung genügenden Genauigkeit zu bearbeiten. 

Bei der Herleitung eines Näherungswerts für das Integral 


e …} 
[fe da 
0 


Wiskundig Tijdschrift, 17e Jaargang. 9 
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geht man von der Vorauszetzung aus, dafs die Funktion 
f(e) für s=a, ihren gröfsten Wert f(x,) annimmt. Setzt 
man demnach 


fo) fa) et NN 
so bezeichnet t eine neue Veränderliche, die man von 
{=—% bis t=oo variieren kann, und dessen besondere 
Werte {=— ow, £—=0, == den Argumenten « —=0, 2 = x, 


x=o entsprechen. Betrachtet man nun x? als eine 
Funktion von f, so hat man zuvörderst 


le ©} le ©} 
|f@yde=te) [ren dn RD) 
0 Ee) 


In dem man weiterhin # =#, + h substituiert, bekommt 
man durch Anwendung des Taylorschen Satzes 


In (2) = In fwo) +47 EEL Ce) se 
h? d? A fn” h? d° In f(a) 
aid 


Weil aber einerseits für das den ausgezeichneten Wert 
von f(x) erzeugende Argument x, ist 
dinf(wo)__1 _df(w) 
do f(e) de, 
und andrerseits aus der Gleichung (2) folgt 
In f()= In f(@‚) —t?, 
so erhält man durch Elimination von In f(«) die Gleichung 
ik d? In f(x) d° In f («‚) 
2 Re Vigor Je Se 
MEE deelde _@® 
Der Wert von h, welcher sich aus dieser Gleichung er- 
mitteln lässt, kann durch eine Reihe von der Form 
har, tA-rst? Art? 4... « (5) 
dargestellt werden, in welcher die Koeffizienten 7,, 73, 73, 
von t unabhängig und nach der Methode der unbestimmten 
Koeffizienten leicht ermittelbar sind. Setzt man diesen 
Wert von A in die Gleichung (4) ein, entwickelt darauf _ 
nach Potenzen von f und setzt alsdann die Koëffizienten 
jeder Potenz von t einzeln null, so erhält man zunächst 


= 0, 
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t? 1 Ee d? har nig 


Tital drab? Je) 


1 d? ln 
3! NEGER 
und gaen 
2 
( 1 an 2 d ee) t2 + (r, Ts d? Ee, 
Ted In fl} 
3 ! dag ) t 5 . 
woraus folgt je 
3 n %o 
n= Es TEN 
| vi SCT d° In 1) 
2 dx? da? 


Weil nun gesetzt wurde «&=—=x, th, so ergibt sich 


e= Ae wodurch das Integral (2) übergeht in 


| fdan fo) | TN 


OO 


Aus (5) findet man durch Differentiation 


Rr Hart rdt 


En verwandelt Hee das Integral (2a) in 


| f(a) de =f (oo) Í Ee nk 


— OO 
Da aber ist 
[ a d= lr, 
— QD 
[ e € pmtlgyp—g 
0 
ea) à 
fe Pgb Cm, 


IM 


(2a) 


(6) 
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so folgt 
if 1.3 
| r@Ode= vate), +5 
0 


Tai Fist d) nt 


0 
Der Näherungsausdruck des Integrals | fe) de kann 


a 
zwei von ein ander verschiedene Werte annehmen, je 
nach dem a > x; oder a <<, ist; denn die Veränderliche t 
muss für alle Werte von «w, welche grösser als xv, sind, 
positiv, für alle Werte von x aber, welche kleiner als x, 
sind, negativ sein. 

Bezeichnet man nun die Werte von t und f(x), welche 
dem Werte #=a entsprechen, mit u und f(a), so hat man 
gemäss der Gleichung (1) die neue Gleichung 


fla=fle)e tt, 
in welcher also u einen positiven Wert erhält, sofern 
a) %, ist, hingegen einen negativen, falls a { w, ist. 
Folglich gilt im ersten Falle 


Í f(«) dee Eren | 7 RAN 
a 


DT 
und im zweiten Falle 


[rea ils) Eee Ed 
[4 


0 
mr WA 


=fr) | TE Rat — fr) ln ‘Aa ® 
Ets 


— 00 
wobei wiederum 


dh 
ar +2r, trl? H…. 
zu setzen ist. 
Fernerhin beachte man die Gleichungen 
—U 


ere) 
| Ari t? Pml | zn t? Pml 
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und 
—_ il 


t2 2 ys 2 9 
| Pdf | 7 at, 
aan © ©) Uu 


in welchen m eine ganze Zahl darstellt, die auch Null 
sein kann. 
Setzt man darauf 


Pe 24 
mg Ee dt= Ks 
u 


sowie 
| —t? gmtl dt Kan, 
u 


dann erhält man 
BREE de) do: 


le ©} 
[ f(@) dae =f(ao)[r, Ko +2 K‚ 437, Ko], «(ID 
Bo fur a Co: | 


le ©} le ©} 
| fo)de= | f@)def (wo) Ur, Ko2e Ko Hr, Kol (ID 
a 0 


Die in den Formeln (II) und (III) auftretenden Reihen 
weisen im allgemeinen dieselbe Konvergenzstärke auf wie 
die durch die Formel (I) gegebene Reihe. 

Um die Integrale K,,, und K,,7j herzuleiten, kann 
man sich der durch partielle Integration entstehenden 
Formel bedienen 


ee) 4 er) d 
Í zarld A! A ek e ze en 5 Ek 
u 


ne nd Enter 


- a Ki mu OEE ER . ) u 2 
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le ©} 
n—_?2n—d4 n—2l n — U —2 fn dj 
IN he ene setes 9 5 9 fe É dt, 


u 


welche 1. J. Bienaymé in seinem „Mémoire sur la proba- 
bilité des erreurs d’après la méthode des moindres carrés” 
mitgeteilt hat. Setzt man in derselben 


n=?2md2 und l=m—l, 
so erhält man die Formel 


een E —u? 
Kont Es Í ER ds urg mu"? EE 

u Hm (m — lut 
en me De em on Sn 
die auch Poisson angibt, und die man in der Form 
schreiben kann 


Kami =3 Fom) € (ES Lm) 
„m2 de 
En EN TA l 
Pm) zn Ïz) 5 


substituiert man andrerseits 
n=?2mt-1 und /=m —1, 
so ergibt sich zunächst 
en? 


le ©) 
2 
Kin=f € hek Uu" et 
u 


2m 1 2m Be 2m—-12m-l m5 eten 
Da Arme et 


2m —12m—3 Sane ne 
— 9) | Dr ee 5 u g Le 
le ©) 
2m —12m—3 31 —t? 
ER Ee 55 | e dt, 
n 
woraus mit Heranziehung der Formel 
2mt1) 2m—1l 2m—3 3 Lr 
Ei je De Sg 
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folgt 
Bet 2m +1 — u? uan—l 
Se Ee )e (Frama 
m2 
2mn—3 2m—5 
EEN Viel Ie 
rt) ED tro) 
( TR EE 


er (ED fe" 
u 


Für den Fall a ==, müssen die Formeln (II) und (III) 
übereinstimmen; denn es ist alsdann w —=0 und folglich 


Í f(a) dae = f (eo) |. TP B dt=fe) Î- TÔ Horst + 
zo 0 Brat? +.) df. 
Nun ist aber 


ie t2 L re 2 1 

== Eef me) 
| dt ave, | e td = 5, 
0 0 
[e ©) 
Amd gem di 1.2 Aken m 
0 
An 1.3.5 1 
| en gp l8D rm D 

m1 
0 
womit man erhält 
le ©) 
1 ge RI D 

[de Verf) + Grt gite he ) 
To 


Ff) (ra H1.2r,H1.2.376 +...) . « (IV) 


Vermöge dieser Entwicklungen lässt sich auch leicht das 
b 


le ©} le ©) 
Integral [ f(@) de = | rade | f(e) da bestimmen bei 
b 


welchen a { z, <b ist. Man findet 
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b e ©) 
| rman= | fo)de— fwo)[r, Ko 2rs Ko + Bro Ko] 
a 0 


— f(eo)lr: Lo + 27, Lo + ôr3 Doen 


e ©) 
=f f(@) dr — fo) [r, (Ro + Lo) —2ro (Kij — Li) + 
0 J-Srs (Ks hrGadnheenn 
Hierbei sind die Integrale L,, L,, Ls, . . . von der glei- 
chen Beschaffenheit wie die Integrale K,, K,, Ks, .-..;, 


nur dafs die untere Grenze v derselben der Grenze b 
entspricht. 


Weniger genau ist die Formel 
b 


et 
| remde =fa) [—e (7, + 2r,t + Orgt? H..…) dé, 


in welcher man mit Rücksicht auf die starke Abnahme 


der Funktion et 


Man erhält alsdann 


häuftig u=v=o zu setzen pflegt. 


| f@aa=vr fo) (eh ER ra + je race) WID 


Bei den in der Praxis vorkommenden Fällen dürfte es 
vorwiegend auch statthaft sein, die Koeffizienten 7,73, 74, 
zu vernachlässigen. Es ergeben sich dadurch die Nähe- 
rungsformeln 


| rare vi TEE fe) en: 
| r @ae | = ien ie Cd; (Io) 
a GA vi RE ) 
[re de | es 
4 a) 0 
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f(a) ze 
are 1 d? nf) fe 


den? 


— f° 
ds … … Cle) 


wobei vw durch die ne 


bestimmt wird ; 


le ©} 
| 4 Bn Ki WEN 
0 GE 
b le ©) 
| ro ae) =| fw) ac 
a Ged 0 0 
ET ESC (fe jer ba e® dt atman) 
VGL Fe. NEE à 


wobei « und v durch Ei Gleichungen 


u? =In [Ze | und v? —=Jn [Ast] 


Men werden ; 


po Vv Er En ECN ER Pen tV Ta) 


(ink 


Um eine Anwendung dieser Näherungsausdrücke vor 
Augen zu führen, wollen wir uns die Aufgabe stellen, das 
Bernoullische Theorem in der jetzt verbreiteten Form 
darzustellen. 

Auf Grund der durch partielle Integration sich ergeben- 
den Formel 


[ Pd Eeen 1 af 
(1 + 0)? n—m—l (L Hot! 
gnl N 
ns Dr dae (n > m) 


gelangt man zu der Entwicklung 
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Í © eN 
(1 + 2)” nml 


gnl 


ee : 
(n — m— 1)(n — m) (LH)?! KE 
ds m(m — 1) etek 
(n — m — 1(n — m(n — m +1) (LH) IN 


d m(m Ier 4 EN 
a —m—1(n —m) A2) 1 + opl 
Je m (an lp 1 EC) 
(n — m —D(a — m)...(n —2U(n —1) (Lt ot! 
(n—l1)! 


Multipliziert man diese Gleichung mit n\n an 


und integriert darauf zwischen ò und oo, so erhält man 


[e ©) 
(nn a DE 
m\(n—m—?2)! lar 
m— 1)! aekede (n— leve a 
m!(n—m—l)! (1 4 3)” js (m — I)!(n — m)! (LH 3)tÎ 
re m—1)! O4 


(m 2!(n —mt-1)! q ED) an. 
(n—1)! Eert ND er 
5 1!(—2)! di | tst 


Setzt man hierin ò —0, so folgt 


(n —1)! Pv 
wonach 
Et Etn OT ER 


mithin ist auch 
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(n —1)! den 
m!l(n— m—l1)! GEE ant 


78 Oei 
(m — 1) !(n — m)! (LH 3! 
(n—1)! ESR 
Ename keta IRD 
Elan Dd ) 1 A 
Tin 2) arl Tl Ds 
ie ©} Dn 
KE 
> +o)? 
=S @ (LI) 
ls 
RAe) 


Um diese Formel auf die Restreihe der Entwicklung des 


Binom s(p+q5=l aanwenden zu können, substituiere 


man 
| Dedi MNN, n—_—m=rtl, rd 


so ergibt sich 


s! rsr s! r4-1l s—r+h1 
ene Erger # + 
E nT OR 


TGE ae r DN 


sf 
en dt 
Eje 


le ©) 

| 

p 

EE dn zi KE) 
| 


Ane ds 


Versuchen wir nun den Quotienten 
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ST 


ed 
(EREN 


gr zl 
en mn 
OE) ln 
mittelst der oben dargestellten Näherungsformeln durch 
einen Näherungswert aus zu drücken. 

Offenbar ist (12) berechenbar nach der Formel 


2e Sy" 

|Z dax 
(Lt) 

p 0 

q LE 

Wi = en Sens di, (13) 

zn 7 

| (Leo) 


beziehungsweise nach der Formel 
Onde 


le ©) 
% 
Ja taprl 


Ee ie) 
( 1 en 
VS = ee Ken he Pr | € dé (14) 
rope k 
1 
0 


Um zu entscheiden, welcher dieser beiden Fälle vorliegt, 
und wie grosz u ist, bestimme man zunächst #, aus dem 
Ausdruck 


Durch Differentiieren und Nullsetzen findet man die 
Gleichung 


df») _ Ss — ras ef (s +(+) de 


dae (LH e)Stt (LH ots) 
REE 5 Ne Gre 
(tart! en — rm 


14l 


aus welcher folgt 
(sr) (1 Hw) — (8 HI, =0 
und somit 
s—r Wind. 
rea hr 
Man hat sonach die Formel (13) anzuwenden, im Falle 
Zn 


Lo == 


hingegen die Formel (14), sofern En ist. 
ie 


rt Et l 
Zwecks Bestimmung der Grösze w bilde man die ausge- 
wählten Funktionswerte 


N= rl ag 
fla)= at ne Ld ET 
so bekommt man in Bezug auf u die Gleichung 
ereen (ee re Lr FI 
AGED 


’ 


aus der sich ergibt 


te [EP jee 


und folglich 
In = 
wart Giggs … 0D 


Wir wollen nun weiterhin annehmen, dass sich die Zahl 
r+1 van dem Produkt (s+1)g um eine positive oder 
negative, aber gegen diese hinreichend kleine Grösze v 
unterscheidet, so ist wegen q +p=l und r + (s —r)=s 
zu gleicher Zeit r +1 =(s+1)g +v und s —r =(s +1) — 
r4l)=(s+Ijp—v. 

Der entsprechende Wert von x, lautet daher 

et Dpt EFD ep „Pp 
Oet D)g te qletl) Heg g; 
Entwickelt man die rechte Seite der Gleichung (15) nach 
Potenzen von v, so ergibt sich annähernd 

v? De vt 
2ie+Dpg 2sl+1js)pg  2spg' 
Er besteht daher die Näherungsgleichung 


ut 


TV (2spg) 
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Setzt man andrerseits r + 1 =(s +1)gq—v und dement- 
sprechend s—r=(s +1)p+v, so findet man 


pd er Nn ED 
0 (sHDg-v q (81) vr /q 
Entwickelt man auch für diese ien die rechte 


Seite der Gleichung (15) nach Potenzen von wv, so folgt 
wiederum 


RE ON De MA 
Us +-1) pg 2s(l+1/s) pg 2Zepg 
und daher 
AEN Vier 
V(2s pg)” 
Hiernach ist aber 
le @} 
TRR ft D, —r 
Wi ze | e dt, Ok, ne 
Û 
V(2spq) also (s+1)q+v=rt-1; (16) 


le ©) 
Rd ak 
We=l- | e dt, wenn? rl 


v 
W(Qspg) also (s+1)q -v=rd1 (11) 


Von diesen Ergebnissen noch nicht befriedigt, suchen 
wir für die Wahrscheinlichkeiten W, und W‚ nach Aus- 
drücken in welchen die stets übliche Abweichung —+z 
von sq auftritt. Bilden wir zu diesem Zweck einerseits 
die Gleichungen r=sq+z, also r + 1 =(s + 1)q + (2 + p) 
und andrerseits die Gleichungen 

r=sqg— 2, also r+1=(s+1q—(z—p), 
so bemerken wir, dass das eine Mal v == (z + p), das andere 
Mal v =(z — p) zu setzen ist. 

Wie nun schon Poisson angeführt hat, besteht die auf 

dem Taylorschen Satze beruhende Näherungsgleichung 


7 2 P 2 2 ï 
[ ef d= Í et drove ® ROPES (1: 
uv u 

und daher ist auch näherungsweise 
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2? 


le ©) 
see mb D ens 
en odf é Es Vi2rspg)®  *PI (r=sq+2)(19) 


9 
zz 


1 —t? p Ane 
Ws, Ss | KET | e dt — VOrspg) ° 2spq(r=sq—z) (20) 
2 
V(2sp9) 
Zieht man die Gleichung (19) von der Gleichung (20) ab, 
so erhält man die in den häufigsten Fällen ausreichende 
Näherungsformel 


le &) 
Watdel ef hm dte 


pd 
V(2spg) 
2 
V(2spg) 
Bep, —t? 
Vr ee 
0 


1 AAS 


Da die Darstellung dieser Formel jedoch nicht in allen 
Stücken den Anforderungen einer strengen Uberlegung 
Stand hält, so suchen wir nach einer genaueren Formel, 
indem wir die Teilreihe 

s! a Eb ef s! rtl sr, —l 
BTF tp HG FG ri 
rol s—rHl 
+ obekel.es » + Der q . (22) 
umzubilden versuchen. Eine einfache Überlegung lehrt, 
dass man für diese Reihe auch schreiben kann 


71 are 
Ja ens 


re 
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le ©) le ©) 
| f‚ (a) dee | fB 
p 


p 


las] 


q te 5 te, 
i f‚(@) dae Í f‚ @) de 
(8) : 0 


wobei die Argumente, welche die Maxima der Funktionen 
f‚ («) und f, (x) hervorbringen, wiederum nach der Formel 
tlr s 
nae 


%o 


zu ermitteln sind. 
setzen wir (r, +1) =(s+1I)g—v, und (r, +1) = 
(s+1)q + vs, so erhalten wir 
ri etIp to nn 9 
4 bi en = ’ Sd e 5 4 
ED ge Pe TD ei 


Das zu dem Maximum f, («’,) gehörige Argument x,’ 


ist daher grösser als 5 während das zu dem Maximum 


fe (2,’) gehörende Argument #,” kleiner als DP ist. Hier- 
aus schliessen wir nun, dass der Ausdruck 


le ©} je ©} 

Wai pff a Safe 
XK 2 

u, Us 
die Wahrscheinlichkeit darstellt, dass bei einer grossen 
Zahl s von Versuchen das Ereignis, dessen Wahrschein- 
lichkeit q ist, wenigstens 7, mal und höchstens 7, — 1 mal 
eintreffen wird. Durch das beschriebene Annäherungsver- 
fahren geht der vorstehende Ausdruck zunächst über in 
je @) le «} 
W =1 ze | df Td Gj 

Vi Dg 
WV (2spg) (spy) 

Weil nun aus #, +1=(s+1)g—v, undr, =sq —z folgt 
(s +1q —v, =(s+1)gqg —(z— p), alsov, =(z— p), während 
sich aus r, + 1=(s+1)g+v, und r‚,—1=sg +z ergibt 
(sH1Dq vrm) 1+p), also vj =(2 +1 ph 
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so geht die Wormel (26) mit Benutzung der Näherungs- 
gleichung (18) über in 


W me yk Je EE Í Bed dt D ee en 
(-2, +2) Wa gk V(2r spg) € _2spg — 
4 
V(2spg) 
ee wi 
Anje é i et tJ-— Zen rk 2spgq- 
4 
V(2spg) 
Hieraus findet man aber die bekannte Formel 
9 BED. 
Welf dt rn 2e CD 
5 
V(2spg) 
welche sich leicht in die gebräuchlichere Form 
ERiË 
Lv (2spq) 22 


W es == Eire nt en [3 Ye) 
(2, +2) PE dt + (2 <p) é 2spg (28) 


überführen lässt. 


lets over projectieve meetkunde en hare toepassing 
op de constructie van kegelsneden 
DOOR 
D. H. PRINS (Vlissingen). 
(Vervolg van bladz. 81.) 


Conclusie. Het construeeren van meerdere punten van 
een kegelsnede uit 5 geg. punten door middel van de 
stelling van Pascal is technisch hetzelfde als door middel 
van 2 projectieve bundels. Er is slechts verschil in ver- 

Wiskundig Tijdschrift, 17e Jaargang. 10 


146 


klaring. ') We zullen dan ook in het vervolg beide metho- 
den niet meer als twee afzonderlijke beschouwen. 

2. Een dergelijke conclusie is nu te trekken ten opzichte 
van de duale constructie : die uit 5 geg. raaklijnen, waar- 
bij dan een willekeurig aantal raaklijnen geconstrueerd 
kunnen worden. Gaan we echter om deze conclusie in te 
leiden weer uit van de vraag: hoeveel constructielijnen 
zijn er in de figuur noodig om „ nieuwe raaklijnen te trek- 
ken, dan is die vraag niet duaal aan de in 1 opgestelde. 
Immers duaal aan de lijnen in het onderhavige geval zijn 
de in het vorige geval voorkomende punten. Dat aantal 
punten dat voor de constructie van werkelijk belang was, 
is gemakkelijk na te gaan. Het waren de punten O,...…. 
O;P,P, en S die te zamen O, leverde. O, vereischte 2 
nieuwe punten P enz. Met inbegrip van de punten O, O0, 
enz. zijn er dus in de constructie figuur 6 + 3n punten die 
gebruikt worden (alle andere eventueele snijpunten zijn 
toevallig en kunnen gemist worden). Zonder dus de figuur 
te raadplegen kunnen we onze hierboven gestelde vraag 
beantwoorden, door te zeggen er zijn 6 + 3n constructie 
lijnen met inbegrip van de gevonden lijnen zelf. Het zijn: 
Oi O3 ««. 05 S. Pi P2 Oe 2 lijnen p+o; enz. Den lezer 
wordt het overgelaten dit in de figuur te controleeren, na 
te gaan, dat de toepassing van de stelling van Brianchon 
tot een zelfde aantal constructielijnen voert en ten slotte 
de figuur, die we hierboven gebruikten ook te interpreteeren 
à la Brianchon, alles op dezelfde wijze als in 1 met de 
stelling van Pascal is gebeurd. 

De volgende constructies zijn (vgl. 9) slechts varianten 
van bovenstaande grond vraagstukken. 

Te construeeren een kegelsnede als gegeven is: 

ad. 4 punten met een raaklijn door een der punten, of 
duaal hiermee: 4 raaklijnen met een raakpunt op een der 
lijnen en 

b. 3 punten met raaklijnen door twee dier punten, of 


1) Terloops zij hier gewezen op de mogelijkheid, die hieruit 
voortvloeit, om de stelling van Pascal te bewijzen uit de projectieve 
ontstaanswijze der kegelsneden. Ten opzichte van de stelling van 
Brianchon kan weer hetzelfde opgemerkt, 
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duaal hiermee: 3 raaklijnen met raakpunten op twee dier 
lijnen. 

Bezien we eerst even dit vraagstuk analytisch. 

a. Zijn gegeven 4 punten x,y,z, %3 Ya 23, @3 Y3 23 en 
D4Y4 24: Is b, a, O het punt dat de raaklijn (in x,‚ y‚ z‚), 
gemeen heeft met de lijn in het oneindige, dan krijgen we 
voor het bepalen van de vergelijking der kegelsnede, die 
aan de voorwaarden voldoet, de volgende betrekkingen : 

Ax? + 2Bxy + Cy? + 2Daz + 2Eyz 4 Fe? =0 | 
pe AE B 
(16) 


weete ee Ez iel) 

Nu moet nog uitgedrukt Ha) de raaklijn in «,y,‚ z,: 
(Aa + By + De) w, + (Brd-Cyt-Be)y, + (Dat EytFe)z, =0 
gaat door het punt b, a, o wat geeft 

Abx, + Bhar, + by,) + Cay, + Dbz, + Eaz, =0 (17) 

Eliminatie uit (17) en (16) van de grootheden A, B, C, D, E 

en F geeft voor de vergelijking der gezochte kegelsnede : 


EO ZE DZ 
®,* ik in eend dr ze 


A 2d. | 
ba, (aa, +-by,) ay, ok az, Ô | 


Bij het zoeken naar de oplossing van het duale vraag- 
stuk stuiten we op een kleine moeilijkheid..De gegeven 
raaklijn is bepaald met behulp van de lijn in het oneindige. 
Oppervlakkig beschouwd zou men dus zeggen, dat duale 
omvorming uit den booze was. Om na te gaan of dit inder- 
daad zoo is, kunnen we ons af vragen: kan de ligging 
van het raakpunt op uw, v‚ w, (we onderstellen weer dat 
de coordinaten der 4 raaklijnen u, v, w; .» . Us V, ws zijn) 
bepaald door de lijn b, a, o. Natuurlijk, die kan door elke 
lijn bepaald, daar 2 lijnen steeds één en nooit meer dan 
één punt bepalen. Wat is de meetkundige beteekenis van 
die lijn 5, a, 0? Uit de definitie der lijncoordinaten volgt, 


4 


é 
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dat het een lijn door den oorsprong is, dat dus de lijn b, 
a, o het raakpunt met den oorsprong verbindt. De afleiding 
van de vergelijking in lijncoordinaten is nu weer volkomen 
analoog met het bovenstaande en geeft als resultaat 


u? uv tv? uw Lw w? 


ur 
hike K5) 
us? w,? 


2bu, au, +bv,) 2av, 2bw, 2aw, o 


De analytische behandeling van vraagstuk b zij den lezer 
overgelaten. De meetkundige oplossing van deze beide 
vraagstukken zijn eenvoudig uit die van het grondvraag- 
stuk af te leiden. 

a) Zijn gegeven: 4 punten O, O0, O0, O, en de raaklijn 
o, in O,, dan zijn we nu niet meer volkomen vrij in de 
keuze van de dragers van de beide projectieve bundels, 
uit welker snijding de kegelsnede ontstaat. Bij het grond- 
vraagstuk was dit wel het geval, we hebben O, en O, 
gekozen, maar hadden ook 2 andere punten als dragers 
kunnen beschouwen. Nu echter o, gegeven js als raaklijn 
d. w. z. als straal van den stralenbundel O, (nl. die straal 
welke het punt O, met zich zelf verbindt) zijn we genood- 
zaakt het punt O, in elk geval als drager van een stralen- 
bundel te nemen, aangezien we anders het gegeven o, 
niet kunnen benutten. In de keuze van den tweeden drager 
zijn we nu nog vrij. Kiezen we hiervoor O, dan zal het 
duidelijk zijn dat O, O0, homoloog is aan o,. Echter doet 
zich bij de verdere constructie nog een bijzonderheid voor. 
We zijn niet meer vrij in de keuze van de punten S. Bij 
de bespreking van het grondvraagstuk zagen we hoe bij 
een eenmaal als vast aangenomen stel dragers van de 
projectieve bundels 6 punten S aanwezig waren, waaruit 
we er een konden kiezen. Deze 6 punten zijn nu nog wel 
allen aanwezig, maar niet meer allemaal bruikbaar. Gaan 
we uit van 0,0, in bundel O,, dan zou snijding met elk 
der beide niet-homologe stralen uit bundel O, een punt S 
moeten opleveren. Beide punten S vallen echter in dat 
geval samen met O,, waardoor de bundels S en O, identiek 
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worden en de perspectiviteit van S met O, verloren gaat. 

Gaan we van 0,0; of 0,0, uit en snijden die met de 
niet homologe straal uit O, (waarbij o, voorloopig wordt 
afgezonderd) dus resp met 0,0, en 0,0; dan blĳkt S te 
liggen op een van de beide ín het grond vraagstuk ge- 
bruikte perspectiviteits-assen, nl. die ten opzichte van 
bundel O,, waardoor ook die twee punten S onpruikbaar 
blijken. Zoo blijven ten slotte alleen over de punten die 
ontstaan door o, te snijden met 0,0, en 0,0, Een van 
deze beide punten kan nu gekozen worden tot top van den 
bundel die zoowel met O, als met O, perspectief is. De 
constructie verloopt dan verder op de reeds vroeger uit- 
eengezette wijze. (De lezer ga dit zelf na.) 

Het duale vraagstuk: gegeven 4 lijnen o, 03 03 0, met 
op o, het punt O, als raakpunt, laat overeenkomstige op- 
merkingen toe: o, moet gekozen worden als drager van 
de eene puntrij anders zou het gegeven O, niet kunnen 
worden benut, de andere drager kan nog willekeurig uit 
de overige drielijnen worden gekozen. Kiezen wij hiervoor 
os dan is het duidelijk dat het punt o,o, in de puntrij o, 
homoloog is aan het punt O, in de puntrij o, daar O, be- 
schouwd kan worden als te zijn ontstaan door snijding van 
o, met zich zelf. Ook omtrent de lijnen s kan de redenee- 
ring van daareven ten opzichte van de punten S duaal 
worden omgezet. De lezer ga zelf na, waarom weer alleen 
bruikbaar zijn de lijnen s die O, verbinden met os 0; en 0,0, 

b) Zijn gegeven de drie punten O, O, en O; met de raak- 
lijnen door O, en O,: o, en o, dan moeten O, en O, als 
dragers van de projectieve bundels gekozen worden en dan 
is er slechts een punt S mogelijk nl. het snijpunt van o, 
en o,. De lezer controleere deze beweringen aan de hand 
der figuur en zette ze duaal om 

De laatste figuren, die we noodig hebben om nieuwe 
punten 
lijnen 


te construeeren in geval b kan ons nog iets bij- 


punten S 
lijnen s 
uit het grondvraagstuk. Om dat na te gaan construeeren 
we een 4e punt O,. Daartoe trekken we uit O, een wille- 
keurige straal die 0,0, (de perspectiviteitsas van den bun- 


zonders leeren, omtrent de ligging van de 6 
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dels S en O,) snijdt in S,. De lijn SS, (S is het snijpunt 
van o, met o,) snijdt 0,0; (de perspectiviteitsas van S en 
O,) in S, nu is O,S, toegevoegd aan O,S, hun spijpunt 
O, is een punt van de kegelsnede. We merken nu op dat 
S, en S, twee der punten S zijn, die we in het grond- 
vraagstuk vonden, immers het zijn de snijpunten van O, 
Os met O,0,, en van O,O, met 0,0;. Deze 2 punten S, 
en S, liggen nu met S (dat het zij ter loops opgemerkt 
de pool is van O,O, t. o. v. de kegelsnede) op een rechte 
liggen. Door constructie van O; vinden we de 4 nieuwe 
punten S, die we ook in 2 paren kunnen onderbrengen, 
zoodat elk paar met S op een rechte ligt. De 6 punten $S 
liggen dus twee aan twee op de 3 lijnen, die concurrent 
zijn. Hun gemeenschappelijk punt is de pool van de lijn, 
die de dragers der twee projectieve bundels bevat, ten 
opzichte van de kegelsnede. Dit laat zich nu verder uit- 
breiden. Het zij aan den lezer overgelaten om na te gaan 
hoeveel punten S ier ten opzichte van den vijfhoek O,O, 
0;0,0; kunnen geconstrueerd worden (ook hoeveel en 
welke er samen blijken te vallen) en op hoeveel lijnen 
die liggen. Immers bovenstaande overwegingen berusten 
op de vooropstelling dat O, en O, dragers van de projectieve 
bundels zijn. (Kiezen we 0,0; dan hebben we te maken 
met het snijpunt van O, en O; enz) 

De lezer teekene bij een vierhoek 0,0,0,;0, eens alle 
punten S en vergelijke de ontstane figuur met die gebruikt 
in de hulpeigenschap uit 9. 

Door dezelfde redeneering toe te passen op het duale 
geval vinden we: De 6 lijnen s kunnen gerangschikt in 
3 paren, waarvan de snijpunten colineair zijn, de lijn waar 
ze op liggen is de poollijn van het snijpunt der tot dragers 
van de projectieve puntrijen gekozen raaklijnen t o.v. de 
kegelsnede. Men teekene nu ook eens de vierzij 0,0,0304 
met alle lijnen s mede in verband met de stelling duaal 
aan de hulpeigenschap uit 9. 


Áls verdere toepassing van het grondvraagstuk bespre- 
ken we nog: 


unten 
c. Gegeven 5 PE 
lijnen 


van een kegelsnede, construeer 
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raaklijnen door die punten 


de “raakpunten opdieljnen" {it weer gegeven 5 
punten Oei Oz É Often Opm 
DME A0, en kiezen we ETS uit als dra- 


stralenbundels 


gers van de twee projectieve une: 


dan is de 


vraag opgelost, indien we slechts 0 beschouwen als 
42 


bundel O, de 
— —_ van de(n) puntrij o, en Tet daaraan toegevoegde 


straal bundel O, 
puntrij o, 


de raaklijn door O, 
geconstrueerd het raakpunt op o,: Doen we het omge- 
en beschouwen als behoorende tot de(n) 
2 


construeeren. We hebben dan 


keerde d. w. z. 


bundel O, de raaklijn door O, 
puntrij os het raakpunt op o, 
(Leidt een andere constructie af uit de hulpeigenschap 
uit 9.) 


enz., dan vinden we 


d. Gegeven 5 Een van een kegelsnede, de poollijn 
ijnen pool 
punt 


van een gegeven Tijn t. o. v. die kegelsnede te construeeren. 


Beginnen we met de constructie van de poollijn. Zijn 
0,....0; de 5 gegeven punten en P het punt, waarvan 
de pool moet worden bepaald. Trekken we PO, en PO, 
en bepalen we op die lijnen de andere punten O, en O, 
van de kegelsnede (door O, en O, als dragers van projec- 
tieve bundels te nemen en de stralen die homoloog zijn 
met PO, en PO, te bepalen). We vinden dan de poollijn 
door het snijpunt van Os O0, en O, 0, te verbinden met 
dat van O,O; met O, O, (waarom ?) 

Volkomen duaal hieraan is de constructie van de pool 
van een gegeven lijn p ten opzichte van een kegelsnede 
die door 5 lijnen o,....0; is bepaald. Daartoe bepalen we 
de snijpunten o,p en o,p, en, o, en o, als dragers van 2 
projectieve puntrijen kiezende, bepalen we inplaats hiervan : 
o, en o, de punten toegevoegd aan o,p en o‚p. We verbinden 
die paren toegevoegde punten onderling door de lijnen o, 
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en o, en nu is de pool van p het snijpunt van de lijn, die 
06 07 meto, o, verbindt en die, welke o, o, met o,o; verbindt, 
Het waarom van deze tweede constructie (dat van de 
eerste zal iederen niet geheel oningewijde duidelijk zijn) 
ligt opgesloten in het feit dat in den volledigen vierhoek, 
gevormd door de lijnen o,,05,06 en 0,5 03, p, 07 en de lijn, 
die po, met de gevonden pool een harmonischen bundel 
vormen, evenals dat het geval is met o,,p,0o; en de ver- 
bindingslijn po, met de gevonden pool. (Vergelijk ook de 
figuur weer met de duale uit de vorige constructie. *) 


13. Metrische constructies (waarbij dus de passer noodig 
is.) We gaan nu na welke belangrijke toepassingen van 
deze enkele constructies gegeven kunnen worden, zoodra 
we de elementen in het oneindige in de kring van ons 
onderzoek betrekken. Dit opent de mogelijkheid dat het 
grondvraagstuk voor de constructie van hyperbool en 
parabool beteekenis krijgt, ook als er gegeven zijn asymp- 
toten, asymptotische richtingen en bij de laatste de as- 
richting. Enkele voorbeelden ter verduidelijking. 

a. Een parabool te construeeren als gegeven zijn 4 
raaklijnen o, 0303 en o,. Volgens het bovenstaande is die 
vraag te herleiden tot het grondvraagstuk waarbij dan een 
der 5 lijnen is de lijn in het oneindige. 

Nemen we de lijnen o, en o, als dragers van de 2 pro- 
jectieve puntrijen en nemen we als lijn s die, welke de 
punten 0,04, en 0,0; verbindt. 

Op o, hebben we de punten 0,04, 0,0; en o,l, (waarin 
l, = lijn in het oneindige en dus o,!, het oneindig verre 
punt van o,). Op s de punten (in dezelfde volgorde) 0,04, 
so3 en sl, Het centrum van perspectiviteit van de punt 
rijen s en o, is dus het snijpunt van de lijn, die -de homo- 
loge punten so, en 0,04, verbindt (dus de lijn o;) met de 
“verbindingslijn van sl, en o,l, (di. de lijn in het oneindige). 
Hier ligt dus het centrum van perspectiviteit in het onein- 


1) De constructie van de pool van een lijn als de kegelsnede 
door 5 punten gegeven is, geschiedt òf door toe te passen de 
eigenschap dat de poollijnen van 2 punten elkaar snijden in de 
pool hunner verbindingslijn, òf door eerst de 5 raaklijnen te constru- 
eeren: Het duale vraagstuk op soortgelijke wijze, 
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dig verre punt van o3. Evenzeer ligt het centrum van 
perspectiviteit van de puntrijen s en o, in het oneindig 
verre punt van o,. Bedenken we nu dat stralen bundels 
waarvan de drager in de oneindig verre rechte ligt, be- 
staan uit onderling evenwijdige stralen dan zal de volgende 
constructie duidelijk zijn: 

Om een aan een punt P, van o, toegevoegd punt op 0, 
te vinden, trekken we door P,‚ een lijn // o; snijden die 
lijn met s, en trekken door dat snijpunt een lijn // o,, die 
0, in het gevraagde punt P, snijdt. P,P, is dan dus een 
nieuwe raaklijn van de parabool. 

Opm. 1. De vraag verrijst bij dit vraagstuk als vanzelf, 
„of we ook de lijn !, tot drager van de puntrij kunnen 
kiezen of dat we beperkt zijn tot twee der lijnen o, ...04. 
Uit het feit dat projectief de elementen in het oneindige 
dezelfde plaats innemen als de overige volgt al, dat hier- 
van geen beperking sprake kan zijn. Inderdaad blijkt dit 
tevens uit de figuur. Nemen we de lijnen o, en !, als dra- 
gers der projectieve puntrijen en de lijn, die o,o, met o,!, 
verbindt (d. í. de lijn door o,o, // 0; loopt) voor s. 

De puntrijen s en o, hebben tot centrum van perspecti- 
viteit o, 03 (immers o, zoowel als o;, zijn weer verbindings- 
lijnen van homologe punten). De puntrijen s en l, hebben 
het punt o3l, gemeen en dus tot centrum van perspecti- 
viteit o,o, (Ga dit na!) 

De constructie van nieuwe raaklijnen verloopt dus als 
volgt: Kies op o, een punt P, verbindt dat met o,o; snijdt 
die lijn met s en verbindt dit snijpunt met o,o; ; deze ver- 
bindingslijn snijdt dan de lijn in het oneindige in P, de 
lijn door P,‚ // aan deze laatste verbindingslijn is dus een 
nieuwe raaklijn aan de parabool. 

Ter oefening kan de lezer ook eens een punt op !, kie- 
zen en het daaraan toegevoegde op o, construeeren. Ook 
losse men dit vraagstuk nog eens op, door o, en o; als 
dragers te nemen en de verbindingslijn van o,o, met los 
als s. 

Opm. 2. Ten slotte merken we nog op dat het vraagstuk : 
een parabool te construeeren door 4 gegeven punten, niet 
duaal is met het behandelde hetgeen blijkt uit een andere 
redactie van dezelfde opgave: Een kegelsnede te constru- 
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eeren, die gaat door 4 punten en raakt aan de lijn /,, een 
vraagstuk, dat later zal worden besproken. 

b. Van een parabool is gegeven de punten O, en O; 
de raaklijn o, en de asrichting O,. Gevraagd meerdere 
punten (mond. ex. KT). 

In deze constructie zijn gegeven 3 punten O,,0O, en Os; 
met de raaklijn o, en de raaklijn l, in O;. Deze constructie 
is hierboven reeds gegeven als bijzonder geval van het 
grondvraagstuk: een kegelsnede uit 5 punten te constru- 
eeren. De punten O, en O, (het oneindig verre punt van 
een lijn in de asrichting) moeten tot dragers van de pro- 
jectieve bundels worden gekozen. Het punt S moet zijn het 
snijpunt van de twee raaklijnen in O, en O; d. i. het on- 
eindig verre punt van o,. 

De perspectiviteitsas van de bundels S en O, is de lijn 
door O, // aan de asrichting, die van de bundels S en O, 
is de lijn O, O,. 

Een willekeurig punt van de parabool wordt nu als volgt 
gevonden: Trek door O, een willekeurige straal snijdt, die 
met de lijn door O, // aan de asrichting, trek door dat 
snijpunt een lijn //o, snijdt die lijn met 0,0, en trek 
door dat snijpunt de lijn // aan de asrichting. Dit is dan 
de straal toegevoegd aan de willekeurige straal door O,. 
Hun snijpunt is een punt van de parabool. 

Ter oefening : 

Een parabool te construeeren als gegeven is: 

3 raaklijnen met op een dier lijnen een raakpunt 
2 raaklijnen met bijbehoorende raakpunten 
3 punten en een asrichting. 
Van een parabool zijn gegeven 
4 raaklijnen. Bepaal op die raaklijnen de raakpunten, 
bepaal tevens de asrichting. 
3 punten en de asrichting. Bepaal in die punten de 
raaklijnen. 
ce. Van een hyperbool zijn gegeven: 
4 punten, en een asymptotische richting. 

Gevraagd de andere asymptotische richting en andere 
punten. Zijn O,0,0; en O, de 4 gegegen punten en p 
een lijn in asymptotische richting zoodat pl, het vijfde 
punt O; van de kegelsnede is, dan kiezen we O;, en een 
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der andere punten b.v. O, tot dragers van de bundels 
(Waarom?) Kies het snijpunt van 0,0; en 0,043 tot S dan 
is de perspectiviteitsas van de bundels S en O; de lijn 
Os 0,, die van S en O, de lijn O,0,. De eerste vraag 
komt neer op het construeeren van de straal in den bundel 
O0, toegevoegd aan /, in O,. Daartoe snijden we !, 
met O, 0, verbinden dit snijpunt met S (d w.z. trekken 
door S een lijn // O,0,) snijden die met O, O, en verbin- 
den dat snijpunt met O, (De lezer construeere op versch. 
wijzen nu andere punten.) 

Ter oefening : 

Een hyperbool te construeeren als gegeven zijn 

3 punten en de asymptotische richtingen 

3 punten en een asymptoot. 

2 punten, een asymptotische richting en een asymptoot 
l punt en de beide asymptoten ') 

3 raaklijnen en een asymptoot 

1 raaklijn en twee asymptoten. 

Construeer ook in al deze gevallen de asymptoten, voor- 
zoover die niet gegeven zijn. 

Ook de constructie van pool- en poollijn vindt belangrijke 
toepassingen zoodra we de elementen in het oneindige 
gaan gebruiken. Bedenkende, dat de poollijn van een punt 
in het oneindige ten opzichte van een kegelsnede een 
middellijn is en dat de pool van de lijn in het oneindige 
het middelpunt is, kunnen we toepassing d van het grond- 
vraagstuk gebruiken om de volgende constructies op te 
lossen. 

Van een kegelsnede, gegeven door 5 punten, een paar 
toegevoegde middellijnen te construeeren. 

Nemen we de punten O, en O, als toppen van de twee 
projectieve bundels, dan gaan we eerst de punten der 
kegelsnede zoeken, die liggen op de stralen, welke O, en 
O, met een willekeurig punt van de oneindig verre rechte 
verbinden, d. w.z. op twee onderling evenwijdige stralen. 


1) De lezer bewijze uit deze figuur de eigenschap met behulp 
waarvan deze en verschillende andere constructies vlugger kunnen 
geschieden nl. een snijlijn van een hyperbool snijdt de asymptoten 
in 2 punten die op gelijken afstand liggen van de beide snijpun- 
ten met de hyperbool (Zie de in de figuur ontstane paralellogrammen. 
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Hebben we die punten resp. O; en O, gevonden, dan hoe-= 
ven we slechts de middens van 0,0, en 0,0, te verbin- 
den om de middellijn te vinden (vergelijk dit met toepas- 
sing d van het grondvraagstuk) 

De toegevoegde middeliijn is de poollijn van het onein- 
dig verre punt van de pas gevonden middellijn. De con- 
structie daarvan zal dus geen moeilijkheden opleveren. 
Hiermee is dus tevens het middelpunt bekend. 

Toepassing. 

Van een door 5 raaklijnen gegeven kegelsnede het mid- 
delpunt te construeeren.- Daarna een stel toegevoegde 
middellijnen. 

In een door 3 punten en 2 asymptotische richtingen ge- 
geven hyperbool het middelpunt en daarna de asymptoten 
te construeeren. (Wordt vervolgd). 


lets over krommen van oneindigen graad 


DOOR 
J. L. VAN SOEST (Leysin, Zwitserland.) 


In het volgende wil ik trachten eenige eenvoudige figuren 
en oppervlakken van oneindigen graad af te leiden om 
tevens te laten zien, welke eigenaardige moeilijkheden 
zich daarbij voor kunnen doen. Moeilijkheden, die mij, tot 
nu toe, belet hebben om de studie van dit onderwerp tot 
het eind te brengen, waar ik het hebben wilde, nl. tot de 
analytische meetkundige vergelijkingen van alle kristallen. Het 
volgende is‘dan ook voornamelijk bedoeld als eene opwek- 
king tot verdere studie, waarvan mi. goede resultaten 
toch geenszins tot de onmogelijkheid behooren. 

Bij eene studie over krommen van de gedaante 

zen ze yen qe 
zullen wij in dit geval n geheel en positief nemen. Als 
laagstegraadskromme behoort tot deze krommenreeks de 
cirkel n= |l). 

Welke kenmerken hebben o. a. deze krommen gemeen ? 
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1. Zij snijden allen de coördinaatassen in punten op 
afstanden + a van het o-punt. 

IH. Wordt « bij een der krommen grooter dan |a\, dus 
zy a” dan moet, volgens de vergelijking, y°” negatief 


worden of 4” (en dus y) imaginair ; aldus het punt irreeël. 
Ook blijkt op gelijke wijze dat, wanneer 4 > | a |, « imaginair 
is; dus de reeële punten liggen nooit buiten, doch alle binnen 
of op het vierkant dat | op de assen is opgericht in de punten 
Eq, en o, Ea. 

HI. Wanneer wij de krommen snijden met één der 
rechten y= (of y= — x, vanwege symmetrie hetzelfde), 
dan vinden wij uit: 

en Dr yr a dus Wa — at, 
Het eenige reeële paar punten is: =y=ta Xx? on 
De afstand tusschen deze punten bedraagt dan : 
3 jj 
d=2W (0? Hy) =a.23 Mm 

Deze d is zoo klein mogelijk, als n zoo klein mogelijk 
is (n=l, d=?2a; cirkel); zoo groot mogelijk, als n zoo 
groot mogelijk is (n=, d —=2al”2). 

Wat is deze limietfiguur ? De laatste uitkomst d is juist 
gelijk aan de diagonaal van het bovenbeschreven vierkant. 

In II hebben wij bewezen dat geen enkele kromme 
dezer groep reëele punten bezit buiten het vierkant. Wij 
bewijzen nu dat deze limietfiguur ook niet binnen dit 
vierkant kan liggen; d. w.z. zij ligt dan er óp. 

Wij schrijven: #2” + y®” —a°”, waarmee wij voortaan 
steeds bedoelen, tenzij het anders wordt vermeld, a — 20 
(en schrijven niet x?® enz. om verwarringen e.d. te 
voorkomen). !) 

Voor punten binnen het vierkant moet gelden: 

a? a? 


vid = je ye = cr waarin b? en c?)1. 


Voldoen zulke punten aan deze limietfiguur ? 
1) Het blijkt nl, hetgeen ook duidelijk is, dat „Tl 
gertl ant eene geheel andere beteekenis heeft dan 


a ee. . 
„nj y* =a", als n » wordt. Daarom mogen wij niet enkel 
@® enz, zetten, 


Ee a 1 2 2 / 
Vullen wij hint en y= ine +y —a in, 


bays (premectr 


1 1 
ac ln pn men El 


Deze uitkomst kan slechts Kirs als 


1 1 
(lm) 0d tT 


Daar b? en c?>1 dus hb” en c°” gelijk aan » en 

Ee en en gelijk aan 0, is de vergelijking valsch en vol- 
cr 
a? 2 

doen de punten «° = ze y° =5 niet aan de limietfiguur, 
waarmee dus bewezen is: 

De limietfiguur (n=) ligt niet binnen het vierkant. Zij ligt 
dus op het vierkant. 

Dit laatste blijkt ook, door de limietfiguur met y=p 
waarin |p|<{|al te snijden: 


en — per 4E aen. 
Omdat |p|{|al| mogen wij zetten p —. waarin |el >) 1. 


Wij krijgen dan: x%—a® (lo): 
Ten opzichte van 1 mogen wij En verwaarloozen en dus 
c 


PN a, p=ta; de beide eenig reeële punten zijn 
dd, p‚, die op het vierkant liggen. 

Een geheel gelijke redeneering wordt toegepast op « =g, 
waarin |q|{|al enz. en waarbij tot uitkomst alle punten 
q, a op het vierkant liggen. 

Daar p en q beide toenemen van — a tot +a zoo is de 
limietfiguur eene gesloten figuur en moet dan met het vier- 
kant geheel samenvallen, d. w. z. 

De limietfiguur *) is het vierkant. 


1) Opzettelijk heb ik het woord kromme nooit genoemd voor 
deze figuur, omdat ze eigenlijk geen kromme, maar eene gebroken 
lijn is, en kromme dus niet op zijn plaats is. 
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Wij hebben dus nu het vierkant in analytisch meetkun- 
dige vergelijking gebracht en merken dan onmiddellijk 
op de verwantschap met den cirkel die er in is beschreven 
(Hy at en x° Hy? —=a?). 

In mijne verhandeling over de eivorm enz. in dit Tijd- 
schrift jaarg. 1919 — 1920 maakte ik de opmerking, dat alle 
eivormen (waarvan de cirkel een zeer bizonder geval is) 
onmiddellijk volkomen bekend zijn, indien de vierhoeken 
gegeven zijn, die gevormd worden door de raaklijnen aan 
die eivormen in de coördinaatsassen ; d. w.z. vierhoeken, 
waarin die eivormen zijn beschreven. Eene verwantschap 
die vergroot werd door het feit dat het oppervlak van de 
eivorm tot dat van den vierhoek zich verhoudt als zr : 4; en 
die nù nog, tenminste voorloopig alleen voor den cirkel, aan- 
gevuld wordt met bovenstaande analytische overeenkomst 

Wij zullen later steeds opmerken, dat bij gebroken figuren, 
als het vierkant, steeds eene kromme behoort waarin wij 

—=l nemen en die steeds eene min of meer gelijkmatige 
ronding bezit d.w.z. een zov vloeiend mogelijk verloop 
heeft. Wij zullen deze voor het gemak en als tegenstelling 
tegenover krommen waarbij „ nóch oo, nóch 1 is als 
stamkromme betitelen 

De cirkel is dus de stamkromme van het vierkant. 


Nu eenmaal uit den cirkel het vierkant is afgeleid, 
mogen wij onmiddellijk enkele andere gebrokenen en 
oppervlakken uit hunne stamvormen bepalen : 


1. Rechthoek (2) = (2) — 1, uit de ellips 


2 Parallelogram volgens gunstig gekozen schuine assen : 


(EP (ten 


3. Regelmatig vierzijdig prisma «@°%+ yr =at, uit 
den rechten cylinder @? + y? = a? 


4, Kubus Rye, uit den bol z? +y? 42? =a?, 


160 


5. Rechthoekig parallelopipedum 
ks ie ze ( gj, ( =|, uit de ellipsoïde 
b c i 


a 
(DD + (5) +0) =t 
6. Scheef parallelopipedum, volgens gunstig gekozen 


schuine assen (2) En KALE: (2) =1 enz. 


c 
1. Ook de hyperbool (2) — (2): =l1 kunnen wij als 


stamkromme behandelen van (EN — (2) = Es 


Deze laatste figuur ontstaat door de raaklijnen te trekken 
in de punten, waar de hyperbool de assen snijdt; de door 
deze gevormde vierhoek is de bedoelde gebroken figuur. 

Er doet zich hier eene moeilijkheid voor, want de hyper- 
bool snijdt de Y-as niet. De hyperbool is eene ellips met 
middelpunt oo en door dit middelpunt moeten wij ons de 
assen denken. De Y-as die wij in dit geval noodig hebben 
is eene as op oven afstand. De raaklijnen aan de kromme 
in de snijpunten met die as zijn klaarblijkelijk de asymp- 
toten. De lezer teekene zelf de zoo ontstane gebrokene. 


Liep tot nu toe alles buitengewoon goed van stapel, in 
het volgende komen langzamerhand bezwaren en moeilijk- 
heden opzetten. 

Wij gaan nu een vierkant om zijn middelpunt draaien 
door middel van de transformatie: 

mx COs«Hysina, y—=y Cosa — xsina. 

Dit geeft in Hy —= a”: 

(xe Cos a + y sin aan (y cosa — xr sin aan — q2n, 

Van dit vierkant is de stamkromme: 

(rz cosa + ysin a)? +(y cosa — vsina)? =a? of ow? + y?=a?, 
dus weer de cirkel. 

Is de draaiingshoek «== 45°, dan ontstaat het vierkant 
met de hoekpunten op de assen, terwijl de diagonalen op 
de assen liggen: (@ + 9)? + (a — y) "== (al 2)”, 

Vereenvoudiging is niet mogelijk. 
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Op deze manier is ook de ruit te bepalen, want de dia- 
gonalen zijn hier ook loodrecht op elkaar: 


GH) E-pjtn 


waarin a’ en b’ de halve lengten zijn der diagonalen. 


Kristallen. Wij hebben tot nu toe alleen de hexaëder of 
kubus afgeleid: Hy 22 — 

Bij de regelmatige octaëder gaan wij als volgt te werk : 
teeken het assenstelsel OXYZ, zet op de assen of de 
punten +a/of/o,o/talo,of/o+ta en verbind de pun- 
ten die op verschillende assen liggen, dan ontstaan de 
twaalf ribben van de bedoelde octaëder. Het assenstelsel 
is dus nu langs de diagonälen gelegd. Voor de berekening 
nemen wij nu eerst op de hoogte z een horizontale door- 
snede, waarvoor geldt: 


GENT ENTS tn D 

Hierin moet de onbekende p re houden and en d. 

Voor dit verband bezien wij het XZ-vlak (y = 0) en vinden 
daar het vierkant: 


@Fppr teppan. 0) 

Uit (1) en (2) moet nu p geëlimineerd worden; dit geeft 
moeilijkheden, zoodat wij de parametervorm moeten be- 
houden. Dit laatste kan zijn voordeelen hebben, doch hier 
geeft het tweetal vergelijkingen zeker niet den goeden 
indruk van de regelmaat van de octaëder, daar © met y en 2 
niet gelijkwaardig voorkomen. 

Intusschen is mij eene betere vorm niet gelukt, 

De parameter VAC van eene octaëder met ver- 
schillende assen zijn: 


(E set zijne pr 


(Er) (Ee) 


In de Natuur bestaan overgangen tusschen hexaëders 
en octaöders, waarbij de laatsten b.v. uit de eersten kun- 
nen ontstaan door vér doorgevoerde afstomping der hoeken. 

Bij deze kunnen wij niet uitgaan van de ons tot nu toe 

Wiskundig Tijdschrift, 17e Jaargang, u 
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bekende vergelijkingen, wij hebben hier bizondere acht- 
hoeken voor noodig. Om nu tot deze te geraken zullen wij 
m. i. moeten uitgaan van hypocyloïdale krommen. Door de 
parametervorm van deze laatsten is het mij niet gelukt 
veelhoeken te bepalen die uit hypoecyecloïdale krommen 
zouden kunnen worden afgeleid. De achthoeken die bij 
overgangen tusschen hexaëders en octaëders bekend moe- 
ten zijn, zijn bovendien van nog ingewikkelder vorm. De 
krommen waaruit zij zouden moeten worden afgeleid ont- 
staan als volgt. 

Beschrijf twee concentrische cirkels, die in dit geval 
slechts weinig verschillenden straal hebben. Neem hierop 
twee geliĳjkstandige punten nl. een punt A, opden grooten, 
een punt A, op den kleinen cirkel zóó, dat hun stralen 
samenvallen. Nu laten wij het punt A, op den grooten 
cirkel langs dien cirkel bewegen in + richting en het punt 
A; op den kleinen cirkel erlangs in — richting doch met 
} der hoeksnelheid van A‚…. De rechte A‚A, zal eene 
kromme omhullen. 

Als A, ééne omwenteling heeft volbracht, dan heeft A, 
zijn 3e geëindigd en de toestand is gelijk aan de begin- 
toestand. In deze periode zal A, met A, viermaal gelijk- 
standig zijn (d.w.z. viermaal kan ik de rechte OA,A, 
trekken), viermaal tegenstandig zijn (d. w.z. viermaal kan 
ik de rechte A,OA, trekken). Elk dezer rechten is raaklijn 
in een keerpunt der omhullende, zoodat er 8 keerpunten 
zijn; vier groote en vier kleine spitsen ontstaan, zoodat 
de omhullende de vorm heeft van eene 8-ster met 4 groote, 
en vier kleine spitsen. 

Het blijft nu de vraag hoe uit deze kromme eene acht- 
hoek kan worden afgeleid. Dit probleem heb ik niet tot 
oplossing kunnen brengen. 


De eivorm als stamkromme. Hiervoor verwijs ik ook weer 
naar mijne verhandeling over de eivorm enz. Wiskundig 
Tijdschrift jaarg. 1919 —1920. 

Om het gelijkbeenig trapezium te berekenen vergelijken 
wij dit met het vierkant en komen tot dezelfde conclusie 
als bij eivorm — cirkel, 
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Om de overeenkomst door te voeren, moeten wij het 
trapezium 90° draaien, zoodat de middelloodlijn der // 
zijden met de X-as, het middelpunt van die loodlijn met 
den oorsprong samen valt. 

Bij den cirkel verkleinden wij de ordinaten hoe grooter 
«@ werd en wel arithmetisch en verkregen zoo de eivorm ; 


x° Hy =a? werd door transformatie van y in EEN 
vergelijking van de eivorm: y? =q° (d— @)° (a? — x?). 

Hierin is d de afstand van O tot het geïsoleerde dubbel- 
punt en g eene constante met dimensie hetis 

Wij nemen dezelfde transformatie bij het vierkant 

gen de yen —=q 
en verkrijgen dan het trapezium : 
yr=qg” (as nar — 2%) WET (3) 

Uit het vierkant dat de cirkel bepaalt is ontstaan het trape- 
zium dat de eivorm bepaalt. 

Het punt d/o, het dubbelpunt van de eivorm, is hier een 
punt geworden met groote (imaginaire) waarde! Het is 
het snijpunt der schuine zijden van het trapezium. 

Het trapezium is door a, d en q volkomen bepaald; a 
is de halve hoogte; d is de afstand van het assenmiddel- 
punt tot het snijpunt der schuine zijden, d+a is dus de 
afstand van dit punt tot de basis; wat q is, laat zich niet 
onmiddellijk uitdrukken. Is 25 de halve som der // zijden, 
dan blijkt uit de vergelijking bij #=0, y=b == adg; q is 
dus ij 

ad 

De drie gegevens a, d, q in de vergelijking zijn dus in 
bekende afstanden van het trapezium omgezet. Zetten wij 
in plaats van: 


a=ih 
atd=H, dus d=H— jh 


8 
4b=s, dus q = TEE (s‚ ìs de som der || zijden), 


dan is de vergelijking van het gelijkbeeuig trapezium in 
deze bekenden uitgedrukt: 
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(Gat) 


Vergelijking (3) is eenvoudiger dan (4), wij behouden 
dus de eerste. 

Een bizonder geval is een gelijkbeenig trapezium met 
bovenzijde — 0 of d —=a waarbij een gelijkbeenige A ontstaat: 
y= qr CE zjn (a°” eve gn) 

met stamkromme: y? =q? (a —x)? (a° — @°). 

Dit is de z.g. overgangsvorm met keerpunt in alo Aan 
den lezer wordt overgelaten de vergelijking op te lossen 
van eenen geliĳjkzijdigen driehoek. 

Ik vermeld hier slechts het resultaat : 

(ar-3)2” yn En jan (a°” — r°®) 
waarin a is de halve lengte van eene hoogtelijn. 

Tot nu toe, mogen wij over dit resultaat tevreden zijn. 

De groote moeilijkheid verschijnt wanneer wij de zoo 
gevonden geliĳkzijdigen driehoek gaan draaien; dan blijkt 
dat deze alleen 2-zijdig en niet 3-zijdig symmetrisch is 
d. w. z. bij draaiing van 60° is de vergelijking veranderd. 

Dit komt doordat het hoekpunt van den driehoek, dat 
op de abscis lag ongelijkwaardig is ten opzichte van de 
beide andere hoekpunten. Deze laatste zijn enkelpunten ; 
het eerste, het vroegere imaginaire punt van het trapezium 
is meerwaardig dubbelpunt. 

Dat onze gelijkzijdige driehoek niet driezijdig symme- 
trisch was hadden wij reeds kunnen zien aan zijne stam- 
kromme (die eene peervorm heeft). 

De weg die nu zoo geëffend scheen voor het onderzoe- 
ken van den willekeurigen driehoek is plotseling een dool- 
hof geworden van onvoorziene omstandigheden. 

Wij kunnen in de meetkunde toch geen driehoek ge- 
bruiken waarvan de hoekpunten op zoo’n wijze ongelijk- 
waardig zijn. 

Sluiten wij onze behandeling van den driehoek met de 
veronderstelling, dat deze nog eens zal kunnen worden 
afgeleid uit de hypocycloïde met drie keerpunten, die wij 
behalve op eycloidale wijze ook kunnen laten ontstaan als 
omhullende van de lijnen van Simpson in een willekeurigen 
driehoek, 


hideiesss, > 
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Hen zeshoek en een vierhoek. 

Zagen wij in het vorige een geliĳkzijdigen doch niet re- 
gelmatigen driehoek, hier maken wij kennis met een der- 
gelijken zeshoek (die óók gelijkhoekig is.) 

Wij kunnen een dergelijken verkrijgen door het vierkant 
nn Ly a?” te transformeeren door y te vervangen door 

2? 
Tr 
waarbij we dus de ordinaten vanaf het o-punt naar beide 
zijden verkleinen. 
Er ontstaat dan een zeshoek : 
a? — 0? \2x / 
y= () Gar eeen 0D) 
met twee geïsoleerde 2n-dubbelpunten «lo en — «lo. 

Wil deze zeshoek geliĳkzijdig en gelijkhoekig zijn, zoo 
vindt men zeer eenvoudig de beide betrekkingen : 

a dasen A2 243. 
De zeshoek : 
yer % (2a2 3)” — (4a? — rra dr men) 
is dus gelijkzijdig en gelijkhoekig, doch niet regelmatig, 
door de aanwezigheid van de twee geïsoleerde 2n-dubbel- 
punten en dus slechts tweezijdig symmetrisch ! 


Maken wij in (5) «=a, zoodat de 2n-dubbelpunten niet 
meer geïsoleerd zijn, zoo zijn twee zijden van den zeshoek 
gedegenereerd tot o en houden wij een vierhoek over, op 
het oog geheel regelmatig en dus gelijkwaardig met het 
vierkant (@ + yen + (2 — yn a an, doeh de punten op de 
abscis zijn méérwaardig, en de vergelijking is (daar dan 
B*=a?): 


af yn — (a? — 4?) 2n (a E 8 Ln), 


Ik wil eindigen met enkele opmerkingen. 

1. De vraag zal rijzen of op analytisch gebied met de 
tot nu toe verkregen resultaten iets te bereiken is. Het 
antwoord luidt: verschillende analytische vraagstukken 
worden bij deze vergelijkingen van te ingewikkelden aard ; 
meer eenvoudigen voeren tot een resultaat dat echter 
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meest op gemakkelijker wijze door planimetrie en stereo- 
metrie bereikt kan worden. 
Ziehier een voorbeeld: 


Gevraagd de omhullende van een vierkant dat om zijn mid- 
delpunt draait. 


Zoo'n vierkant wordt voorgesteld door : 
(@ cos a + y sin an (a sin « — y COS «jn NN (6) 
Differentieer naar «: 
(ae COS Jy sin aen (—xsina + y COS a) + 
+ («sin « — y COS ayn! (a cosa + ysina)=0 
of : (ae cosa + y sin «) (w sin « — y COS «) 
(a sin a — y COS «21? (a cosa + y sin a)! 2 —=0 
dus sÒf weosadysina=0 Te 
òf #sin«— y COS == Te 


òf (ae sin « — y COS aen? — (& cosa + y sin «jen? == 0 ve 
Er zijn dus 3 omhullenden (6) (7), (6) (8) en (6) (9). 
1. (6)() wordt bij invulling van (7) in (6): 
(a sin a — y cos 4)! = a°” 


2n 
x? sin? a + y? COS? « — Wy sin « COSa=—=A one Kr 
bovendien is (7) : 2? cos? « + y° sin? « +2xy sin a cos a = 0 (11) 
2n 
(10) en (11) gesommeerd #? + y? =a ú 
of (Fy Sa 


Het reëele deel dezer kromme is de cirkel #?+y?*=a? (124) 
2. (6) (8) geeft hetzelfde resultaat. 
8. (6) (9) geeft bij invulling van (9) in (6): 
(ax COS a + y sin and (2 COS? a + y?sin? a4-2ay sin « COS a + 
+ @° sin? « + y? COS? « — Zy sin a COS a) = an 


a2n 

of: (@ cosa + y sin «)° = Gri) he 
27 

en dus ook (a sin « — y cos «)? — (ap): BREE 
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Bij sommatie van (13) en (14) ontstaat: 


2 == 6 
wy =2 er )» 
of LAA EN 1 5) 
Het reëele deel dezer kromme is de cirkel #°+4?—=2a? (154) 
Het resultaat is dus dat de omhullende gevormd wordt 
door 2 krommen met de vergelijking (12) en één met de 


vergelijking (15); hetgeen in de praktijk neerkomt op de 
vergelijkingen (12a) en (154). 


II. Eenigszins buiten het verband wil ik opmerken dat 
uit allerlei krommen figuren van oneindigen graad kunnen 
worden afgeleid. 

Ik wil slechts enkelen kort aanstippen: 

1. Uit y? ==? kan gevormd worden y2” = x@!+l, 

Deze bestaat uit twee in O loodrechte, stukken, De eene 
in het eerste kwadrant valt samen met y=; de tweede 
in het vierde kwadrant met y= — «. 

Bij dit geval en bij de volgende kunnen wij steeds de 
grafische verwantschap van oorspronkelijke kromme en 
afgeleide gebrokene zien. 

2. #°y=l. Geeft b.v. op eene andere wijze gevormd 

1 
Pere gen’ 


Deze bestaat uit twee symmetrische takken in het eerste 
en in het tweede kwadrant De eerste tak b.v. is recht- 
hoekig in 1|o, het eene been van de hoek richt zich naar 
=H o, het andere naar y= + 0. 

3. Uit y=? kunnen wij bv. vormen yal, 

Deze bestaat uit drie stukken : # = + 1 (eerste kwadrant), 
A—=—l (derde kwadrant) en y=0 (tusschen #= +1.) 

4, y=? daarentegen bestaat uit de drie stukken : 
e=d-1 (lste kw), w=—l (2e kw.) en y=0 (tusschen 
M= tl) enz. 


III. Aan het slot gekomen, lijkt een kleine blik over 
het voorgaande niet onwenschelijk. 
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Wij zijn geslaagd bij onze berekeningen van het vier- 
kant en met al de afgeleiden als parallelogram en octaë- 
der. Wij zijn geslaagd met de berekening van het trape- 
zium waaruit wij kegels (in stereometrischen zin) kunnen 
afleiden, door het trapezium om y=0 te wentelen. *) 

Onze pogingen om regelmatige zes- en driehoeken te 
berekenen zijn ‘mislukt, doordat meerwaardige punten op 
de een of andere wijze optraden. 

Wij zijn echter tot het inzicht gekomen, dat indien wij 
regelmatige veelhoeken willen verkrijgen, wij uit zullen 
moeten gaan van dito krommen. 

Het ligt voor de hand om dan aan hypocycloïden te 
denken. 

Het vierkant is ontstaan door middel van den cirkel of 


juister van de groep a” +y*”=a°” waarbij n willekeu- 
rig is. In zeker opzicht behoort de hypocycloide met vier 
keerpunten, de asteroide, ook tot deze groep. 

Indien wij verder willen, ligt m. i. de weg zeker in de 
richting van de algemeene parametervergeliĳjking der 
hypoeyeloiden. 

Het woordje „hoe ?” waarmee ik hier eindig, zal hoop ik 
nog eens beantwoord kunnen worden met het woordje 
„zoo !’’ 


Over een empirische formule bij samengestelde intrest- 
rekening 


DOOR 
Dr. W. P. THIJSEN (Bandoeng). 


Ll. Men vraagt dikwijls naar het aantal jaren, waarna 
een kapitaal, dat op samengestelde intrest werd uitgezet, 
verdubbeld is. 

Stelt # het percentage, gedeeld door 100 en » het aantal 
jaren voor, dan heeft men de volkomen juiste formules: 


1) Als bizonder geval behoort hiertoe de wenteling van den, 


uit het trapezium verkregen driehoek, waarbij de niet afgeknotte 
kegel ontstaat. 


(HEI =D RR a Kee (1) 
en: 
oe log 2 
Le RTE eh ER (2) 


350027 


pgs) 28-0709 070177 
3 23-4498 0:70349 
35 20-1489 0-70521 
4 17-6730 0-70692 
45 157413 0-70863 


14:2067 0-71033 
In de derde kolom is het product van percentage en 
aantal jaren, gedeeld door 100 aangegeven, hetgeen nage- 
noeg 0.70 bedraagt. Zoo heeft men de empirische regel: 
Het aantal jaren, waarin een kapitaal verdubbelt, is 70 ge- 


deeld door den rentevoet. 
n= TORI nn ve (9) 


2. Om deze formule wiskundig te verklaren en toe te 
lichten, kan men vooreerst uitgaan van formule (1) en deze 
volgens het binomium van Newton ontwikkelen : 


14 ni tin(n—1l)i? H....=2 . . « « (4) 
Kon met twee termen volstaan worden, dan gaf dit de 
ruwe benadering : ni=l,". 44 ARI Kee (D) 


een formule, die voor enkelvoudige intrest rul juist is. 
Stelt men xj gelijk aan « en neemt men er nog een 
term bij, dan kan dit in de volgende gedaante geschreven 
worden : #? + (2—1) #—2 —= 0 of ook bij verwaarloozing vand: 
mel Jl 0782 Kart heg a 6) 
hetgeen reeds beter met de gevonden uitkomst erdee 
Op dezelfde wijze zou men voor de berekening van een 
benaderende constante ook een derde en vierde. machts- 
vergelijking kunnen beschouwen. 
8. Een meer geschikte methode is echter, om van formule 
(2) uit te gaan. Reeds dadelijk kan men opmerken, dat ni 
grooter wordt als # afneemt, terwijl geldt: 
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Lim nt =log 2 =0 69315 5% MEE NR 
i=0 
Hiervan zijn de constanten der vorige paragraaf bliĳk- 
baar benaderingen. 
Ontwikkelt men het rechterlid van (2) volgens een macht- 
reeks in d, dan verkrijgt men : 


n=log2 il Hdi pi d.d. 

De opgeschreven termen zijn reeds voldoende, om voor 
{=005 n evenals in de tabel in 5 decimalen te berekenen. 

Een meer nauwkeurige regel zou luiden : 

Het product van rentevoet en aantal verdubbelingsjaren is 
gelijk aan het getal, dat men verkrijgt, wanneer f 69:32 gedu- 
rende een half jaar bij denzelfden rentevoet op intrest wordt 
gezet. 

4. Het voorgaande leidt tot het vraagstuk, om den al- 
gemeenen term in de ontwikkeling naar opklimmende 
machten van x te bepalen van: 


pie al 


% 


(9) 


Algemeener vindt men, als p een willekeurig getal 
voorstelt : 1) 


(EST on 


ter wijl : ie Ens 
n n 
_p(n—P)n | n, C,, Ns C‚, 10 
TT \t Dr pT pt) (0 


Hierin is nj, de bekende schrijfwijze voor de binomiaal- 
n 
coöfficiënten en Cy, die voor de faculteitscoëfficienten : 
AAH D(AH2) (AAN) = 
n n n 
OPE ROR wang Senter 


1) Dr. O. Schlomileh, Compendium der höheren Analysis (2de 
oplage) 2de deel p. 16. De reeks is alleen geldig voor || 1. 


' n n foet n pt re 
Zoo is: C,=l; C'—= ) O, == A de ee D, 


A DC nt) NC) 


2.4.6 ni 
5 1 
ed nt OA en ln dst 


n 


Bi (n—1)! 


Boekbespreking. 


DR. EvERH. BOUWMAN. Leerboek der Natuurkunde. Gro- 
ningen—den Haag. J. B. Wolters. 1921. 

Van het eerste deel van dit boek is de achtste druk 
verschenen, hier en daar is iets veranderd. De inhoud 
omvat wat in een 3e en 4e klasse eener H.B.S. wordt ge- 
leerd. De schrijftrant van den schrijver is zeer duidelijk. 


Dr. K. DüsinG. Die Klemente der Differential- und Inte- 
gralrechnung in geometrischer Methode. — Ausgabe B für 
höhere technische Lehranstalten und zum Selbstunterricht 
bte verbesserte Auflage. Leipzig. Dr, Max Jäneke. 1920. 

De schrijver ontwikkelt de D- en I-rekening geheel 
langs meetkundigen weg. Als voorbeeld van helling, dient 
de spoorbaan; in aansluiting daarmede wordt het begrip 
helling ontwikkeld bij een kromme lijn, waaruit na een 
opmerking omtrent oneindig kleine grootheden, het diffe- 
rentiaalquotiënt wordt verkregen. Het differentiëeren van 


u $ 
uv en — geschiedt aan de hand van figuren, evenzoo van 


@”* en de goniometrische functies. 

De afgeleide van de logarithmische en van de exponen- 
tiaalfunctie worden echter langs algebraïschen weg afge- 
leid, evenals die van een functie van een functie, van 
implicite functies, en van de afgeleide. 
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De integraal wordt opgevat als oppervlak; voor het be- 
rekenen van een integraal moet natuurlijk worden terug- 
gegaan tot de vroeger gevonden differentiaalquotiënten. 

Eenige integralen worden graphisch voorgesteld. 

Oppervlakken en inhouden worden berekend. 

Over maxima en minima wordt gesproken; over keer- 
punten wordt iets gezegd; een aantal vraagstukken zijn 
opgelost. 

Als aanhang wordt de afgeleide van de logarithmische 
functie en van de exponentiaalfunctie meetkundig bepaald 
(met behulp van een logarithmische spiraal), wordt een 
differentiaalkromme geteekend, worden onbepaalde vormen 
aangestipt, en worden toepassingen gegeven op de elec- 
trotechniek, op wrijving bij een tap en bij een taats, op 
uitstrooming van vloeistoffen, op wrijving van een touw 
op een cilinder, op de gunstigste omvangssnelheid van een 
waterrad, op de formules voor de beweging van een zui- 
ger, op de bepaling van een aantal traagheidsmomenten, 
op den stoot tegen een bufferveer, op maximum buigend 
moment bij een driehoekig belastingvlak, op een as van 
gelijke vastheid, op berekening van vloeistofdruk. 


B. DE JAGER. Menvoudige wetenschap voor metaalbewerkers. 

Met ongeveer 100 figuren. 

Voor eigen studie en schoolgebruik. 

Haarlem, Firma Ruygrok & Co., 1920, f 3.—. 

Uit den ondertitel: „en voor hen, wier werk met het 
metaalbewerkersvak in verband staat, zooals loodgieters- 
of lood- en zinkbewerkers, gas- en waterfitters, koper- en 
blikslagers, metaaldrijvers, leidekkers, enz.” blijkt tot wie 
de schrijver zich richt. 

De natuurkundige verschijnselen, met welke de werklieden. 
te maken hebben, worden op eenvoudige doch duidelijke 
wijze verklaard. De schrijver geeft telkens een aantal 
voorbeelden, en stelt hier en daar ook vragen. | 


Dr. H. A. NABER. De rol der meetkunde in de beeldende kunsten. 

Amsterdam, N.V. Theosofische uitgeversmaatschappij. 

De bekende schrijver van „Das Theorem des Pythagoras” 
en van „Meetkunde en Mystiek’, waarin hij de wiskunde 
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beschouwt op zoo bijzondere wijze, geeft in de bovenge- 
noemde, voor de Akademie van Beeldende Kunsten en 
Technische Wetenschappen te Rotterdam gehouden voor- 
dracht, een vingerwijzing aan de „kunst” betreffend het 
gebruik van den driehoek 3, 4, 5, en van de gouden snede 
(verdeeling in uiterste en middelste reden), en vermeldt 
het verband tusschen de vijf regelmatige lichamen, dat 
vermoedelijk reeds duizende jaren voor onze jaartelling 
bekend was, en waaraan men een mystische beteekenis 
hechtte. Een fraaie, gekleurde plaat van een kubus met 
het stertwaalfvlak, een afbeelding van het roosvenster 
van het klooster St. Germain te Auxerre (met het oog op 
den wiskundigen vorm) en een paar kleinere figuren zijn 
opgenomen. Op den omslag zijn liĳnfiguren geteekend, 
waarin men projecties weervindt van een regelmatig 
lichaam. 


WuHyrIL E. PARK. A Treatise on Airscrews. Londen, 

Chapman and Hall, 1920. 
Dit boek behoort tot de Directly-Usefut Technical Series, 
welke zich ten doel stelt boeken te geven, die niet in 
hoofdzaak alleen theorie geven als leerboeken voor stu- 
deerenden, en ook niet in hoofdzaak praktijk met ver waar- 
_Joozing van de theorie, maar die een middenweg volgen 
door tegelijkertijd de wetenschappelijke grondslagen te 
geven en de practische toepassingen. In het W. T. zijn de 
in deze reeks verschenen boeken besproken, nl. Rose, 
Mathematics, en Andrew and Benson Theory and practice 
on aeroplane-design. 

Met dit laatste werk staat de Treatise on airscrews in 
nauw verband. 

Het is verdeeld in twee gedeelten, handelende over de 
algemeene theorie en het teekenen, en over de constructie 
van luchtschroeven. Het eerste gedeelte begint met eenige 
theorieën betreffende de werking van een schroef, en den 
wenschelijken vorm van de doorsnede der bladen (concen 
trisch aan de draaiingsas); dadelijk wordt dit toegepast 
om een schroef van bepaalden vorm te onderzoeken. Zoo- 
als gewoonlijk bij technische constructies het geval is, 
moet een schroef aan allerlei eischen voldoen, die niet 
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steeds met elkander vereenigbaar zijn; daarom worden 
eenige graphische voorstellingen gegeven betreffende het 
verband tusschen verschillende optredende grootheden, 
uit welke karakteristieken dan spoedig kan gevonden 
worden, welk type schroef men moet nemen om aan be- 
paalde voorwaarden te voldoen. Aan de hand daarvan 
gaat de schrijver den vorm van een schroefblad na, maar 
voegt daar practische overwegingen bij, waarmede ook 
rekening moet worden gehouden. 

Hij bespreekt de spanningen, die in een schroefblad 
kunnen optreden, en de oorzaken, die gedurende de vlucht 
invloed uitoefenen op de werking van de schroef, name- 
lijk de werking van luchtstroomingen in de nabijheid van 
de schroef. Deze laatste is anders bij een schroef, die 
trekt, dan bij een die stuwt. 

De teekenaar moet rekening houden met al het voor- 
gaande. Nog eenige bijzondere vragen worden behandeld 
betreffende schroeven voor luchtschepen, aan welke andere 
eischen worden gesteld; schroeven voor vertikaal stijgen 
(helicopters) ; luchtschroeven voor kleine booten ; schroeven 
die remmend moeten werken bij het doen van proeven; 
windmolens. 

In het gedeelte betreffende de praktische constructie 
wordt gesproken over de houtsoorten en onderzoek daar- 
van, de lijm, waarmee de houtplaten aan elkander worden 
bevestigd, het afschaven en boren, en als zeer belangrijke 
zaak het balanceeren; daarna nog de afwerking door ver- 
nissen, of bekleeding met doek of met koper, lakken ; en 
ten slotte het onderzoek van de schroeven onder omstan- 
digheden als bij het vliegen; daarbij wijzen trillingen op 
fouten in het ontwerp of van den werkman. 

Gedurende den oorlog waren niet steeds harde houtsoorten 
te verkrijgen, en zijn constructies bedacht, om zachtere 
soorten te gebruiken; er wordt ook gesproken van andere 
vormen ; gegolfde bladen, bladen van metaal of van steen 
(in Duitschland tijdens den oorlog gebruikt). In een aan- 
hangsel worden getallen gegeven omtrent schroeven van 
eenige soorten van machines; eischen waaraan de mate- 
rialen moeten voldoen, en eenige andere eischen betreffende 
het af werken, 
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Ir. W. J. VOLLEWENS Cc. ji. Inleiding tot de Differentiaal- 
en Integraalrekening en de Beginselen der Analytische Meetkunde. 
Rijswijk (Z-H.) Egner. 1920. 


Bij de boeken van F.J. Vaes, W.J. Heydeman, H. A. Derk- 
sen, Dr. W.L. van de Vooren, C. Wafelbakker, (chronologische 
volgorde ; men zie Wiskundig Tijdschrift, jaargang XVI, blz. 
168), die ten doel hebben de diff. en integraalrekening onder 
hetbereik te brengen van leerlingen van H.B.S. en gymnasium, 
in het algemeen van niet-bezoekers van een Universiteit, 
komt thans dit boek. 


Geen der twee vermelde boeken hebben eenzelfden ge- 
dachtegang, en dit nieuwe boek slaat weer een andere 
weg in. Het begint met een korte mededeeling omtrent ge- 
tallen en hoofdbewerkingen, rekenen met letters, vergelij- 
kingen, om van daaruit over te gaan tot het begrip „veran- 
derlijke”, en functie, spreekt dan over verschillende functies, 
ook de E(x), explicite en implicite functies. Dan volgen de 
gewone mededeelingen omtrent coördinaten, afstand van 
twee punten, verbindingslijn van twee punten, en na een 
statistische opgave, hyperbool, parabool, sinuslijn en E-lijn 
als voorbeelden. 


Het volgend hoofdstuk bevat de vergelijking van de rechte 
lijn; dan worden grenswaarden besproken als overgang tot 
de raaklijn, differentie-quotient en differentiaalqguotiënt, 
waarbij spoedig het product en het quotiënt van twee 
functies worden gedifferentieerd. 


Als toepassingen: raaklijnen, maxima en minima, snel- 
heid en verspelling 


Het integreeren wordt opgevat als ’t omgekeerde van 
differentieeren; als toepassing wordt het oppervlak van 
figuren bepaald; als laatste voorbeeld : de potentiaal. Loga- 
rithmen worden niet behandeld. De voorrede geeft een 
uittreksel uit het geschiedkundig overzicht, dat in het 
Wiskundig Tijdschrift, Jg. XIV, blz. 123 is opgenomen, en 
een aantal citaten uit wiskundige verhandelingen van 
hollandsche en buitenlandsche schrijvers om de noodzake- 
lijkheid van de invoering der D.- en I-rekening op H.B.S, 
en gymnasium aan te toonen. 
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DR. A. VAN THIN. Inleiding tot de hoogere analyse ten 
dienste van de hoogste klassen der gymnasia en lycea en voor 
le jaars studenten in technische en ewacte wetenschappen. 

Groningen, den Haag. J. B. Wolters, 1920. f 3.90. 

Aansluitend bij het voorgaande, kan opnieuw vermeld 
worden, dat dit boek ook weder een anderen gedachtegang 
heeft dan de overige. Het is verdeeld in vier afdeelingen, 
welke handelen over: 

Analytische meetkunde, rechte lijn en cirkel. 

Differentiaal-rekening. 

Analytische meetkunde (ellips, hyperbool en parabool). 

Integraal-rekening. 

De schrijver stelt zich op het standpunt dat de leerlingen 
de le en 2e afd. volledig en nauwkeurig moeten doorwerken, 
terwijl van de 3e afd. slechts een der drie kromme lijnen 
volledig behoeft te worden behandeld en de beide andere 
meer schematisch. 

In het le deel behandelt hij coördinaten op een rechte 
lijn, coördinaten in het platte vlak, rechte lijn, cirkel, 
macht en machtlijn, meetkundige plaatsen. 

De 2e afd. begint met eenige graphische voorstellingen, — 
statische en functioneele. Daarna volgt de bespreking van 
limieten, onbepaalde waarden, differentie-, en differentiaal- 
quotiënt, algebraisch afgeleid, en daarna toegelicht als 
helling van de raaklijn. De schrijver behandelt ook de 
exponentiëele functie. Als toepassingen volgen subtangens, 
subnormaal, tangens, normaal, maxima en minima, toegepast 
op het onderzoek van het verloop van lijnen. 

Van de kegelsneden (3e afd.) wordt de algemeene verg. 
genoemd ; dan worden de drie lijnen uitvoerig behandeld, 
terwijl daarna de algemeene U nog eens onder oogen 
wordt gezien. 

De 4e afd, beschouwt het integreeren als tegengestelde 
van differentieeren, en neemt daarna een oppervlak als 
voorstelling van een integraal. Als toepassingen volgt de 
behandeling van de rechtlijnige en kromlijnige beweging 
van een materieël punt. 
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lets over projectieve meetkunde en hare toepassing 
op de constructie van kegelsneden 


DOOR 
D. H. PRINS (Vlissingen). 
(Vervolg van bladz. 155.) 


Er blijft ons nu nog ter behandeling over de constructie 
van een kegelsnede uit 5 gegevens, deels punten en deels 
raaklijnen, die niet bij elkaar hooren. Dit zijn dus de 
volgende: 

Een kegelsnede te construeeren uit: 

4 punten en 1 raaklijn duaal 4 raaklijnen en 1 punt 
8 punten en 2 raaklijnen „ 3 raaklijnen en 2 punten 

Bezien we deze vraagstukken analytisch, dan valt een 
belangrijk verschil met de voorafgaande onmiddellijk op, 
een verschil, dat een geheel zelfstandige behandeling van 
de meetkundige oplossingen noodzakelijk maakt. 

Door 4 punten gaat een bundel kegelsneden (vergelijking 
van de vorm: (A + AA)? +2(B +4 AB) zy + (C + AC) y° + 
2(DH2D,)az + UEHAE)Yyz + (EHAF,)z? =0). Het opsporen 
van de kegelsnede(n), die raakt(raken) aan een lijn ux + 
voy +wz—=0 beteekent de voorwaarde vast te stellen waar- 
aan À moet voldoen, opdat deze beide vergelijkingen (van 
kegelsneêbundel en lijn) twee gelijke wortels hebben. 
Zonder aan de algemeenheid van de oplossing te kort te 
doen, kunnen we nu het assenstelsel zoo kiezen, dat een 
der assen valt langs de gegeven lijn, welker vergelijking 
daardoor wordt #—=0. De bedoelde voorwaarde vinden we 
nu door de discriminant van de vierkantsvergelijking 

(C HAC) y? H2(E AE) y2 + (FH AF) 2? =0 
gelijk nul te stellen. Dit geeft (C + AC) (F +AF‚) —(E+AE,)? 
—0 een voorwaarde waaraan twee waarden van À voldoen. 

Er zijn dus 2 kegelsneden (die samen kunnen vallen of 
imaginair kunnen worden), die door 4 punten gaan en 1 
lijn raken. 

Lezen we het bovenstaande in lijncoordinaten, dan is 

Wiskundig Tijdschrift, 17e Jaargang, 12 
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daarmee het duale vraagstuk opgelost. In een kegelsnede 
schaar (de verzameling kegelsneden die aan 4 lijnen raakt) 
zijn 2 exemplaren die door een gegeven punt gaan, m.a.w. 

Er zijn 2 kegelsneden, die 4 lijnen raken en door 1 punt 
gaan. 

Het tweede vraagstuk behandelen we op een soortgelijke 
wijze, door op te sporen hoeveel exemplaren van een 
kegelsneênet aan 2 lijnen raken. Kiezen we voor die beide 
lijnen #=0 en y=0 dan vinden we dat aan À en u (de 
vergelijking van een net bevat immers 2 parameters!) 2 
guadratische voorwaarden worden opgelegd, zoodat er in 
het algemeen 4 exemplaren zijn die aan de vraag voldoen. 
Het gebruik van lijncoordinaten geeft weer de analoge 
oplossing voor het duale vraagstuk. 

De meetkundige oplossing van deze vraagstukken kan 
niet door lineaal constructies worden uitgevoerd, hetgeen 
uit de analytische behandeling reeds is te voorzien, daar 
toch eischt het vraagstuk de oplossing van een guadratische 
vergelijking — inplaats van zooals tot nog toe die van lineaire 
vergelijkingen. Bovendien vergt die oplossing het invoeren 
van een nieuw begrip, hetgeen in de volgende paragraaf 
dan ook eerst zal geschieden voor we de constructies zelf 
weer kunnen opvatten. 


14. Involuties. Zijn gegeven twee projectieve collocale 
puntenreeksen (ABC...) en (A/B'C’ 
stralenbundels (abc...) en (ab'c...) 


3 A 
waar In aan … IS 


toegevoegd ze Vatten we nu en op als element van de 
eerste ee hetgeen mogelijk is daar beide 
Ee On een gemeenschappelijken drager hebben, 


/ Ip 


dan zal in het algemeen aan oe een element 5, zijn toe- 


gevoegd. Nu kan 5 al of niet samenvallen met Ee Is dit 


A en A’ 


wel het geval, dan zeggen we dat Ted 


wederkeerig 


toegevoegd zijn. 
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Definitie. Wanneer van twee projectieve collocale 


puntenreeksen 

Bnlenbindels alle paren toegevoegde elementen weder- 
: en de „, puntenreeksen , 

keerig toegevoegd zijn, liggen die Strntenbuide ns in volu- 
5 puntenreeks stralenbundel … ; 

hen tralenbundel puntenreeks ESE 

lutorisch, indien de een involutorisch ligt met de 

doorsnee 


van de ander. 


projecteerende figuur 

De uitkomst van een involutie is dus tenslotte, dat de 
puntenreeks 
stralenbunde 
rangschikt. Men spreekt dan ook bij een involutie van 
een paar toegevoegde elementen. 


elementen van een 


I paarsgewijze worden ge- 


punten- 


stelling. Als van twee projectieve collocale 
stralen- 


reeksen (A,B,C..) en (A, B/,C/..…) 
bundels (a,b,c:..) en (a,b,c...) 


een paar toegevoegde 


elementen + SLA wederzijds toegevoegd zijn is de 
projectiviteit een involutie. 
Af punt FAD en 
Zij p een traar Van TONER en aide homologe 
CAB Cires) 


uit ENE) dan is volgens de laatste eigenschap uit 8. 
OP DAA PEP 
ad’ pp” \ dapp 

Daar in de gegeven projectiviteit 

P met P’ 

p met p’ 

ben beide projectiviteiten drie paar homologe elementen 


gemeen en zijn dus volgens de hoofdeigenschap indentiek. 


P’ het puntP . NT € 
Set is toegevoegd, is dit dus ook 


in de gegeven projectiviteit het geval, zoodat van een 


, 


(22) 


A met A’ A’ met A 
a meta’ ’ a’ meta 


en 


overeenkomst en in de projectiviteit (22) ook heb- 


Daar in (22) aan 


willekeurig paar homologe elementen EE bewezen,dat 


ze wederkeerig toegevoegd zijn, dus de gegeven projectivi- 
teit is een involutie. 
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De lezer toone aan, dat deze stelling ook doorgaat voor 
puntenreeks 
stralenbundel 

Uit deze eigenschap volgt onmiddellijk dat elke involutie 
volkomen bepaald.is door 2 elementenparen, b.v. in boven- 
À en A’ en P en P’, 

aend’,penP’ ” 

Reeds vroeger zagen we, dat twee collocale projectieve 
puntenreeksen 
stralenbundels 
de projectiviteit dan involutie, dan zijn er dus onder de 
paren toegevoegde elementen 0, l of 2 samenvallende, de 
z.g. dubbel-elementen. 

Men noemt een involutie elliptisch, parabolisch of hyper- 
bolisch, al naar gelang ze 0, 1 of 2 dubbelelementen hebben. 

We kunnen nu ter aanvulling van de bovenstaande con- 
clusie vaststellen, dat een involutie ook volkomen bepaald 
is door een dubbelelenent en een elementenpaar of door 
twee dubbelelementen. 

Het construeeren van nieuwe elementenparen, als de 
involutie door 2 van die paren gegeven is, kan natuurlijk 
geschieden door de involutie qua projectiviteit te beschouwen 
als een keten van perspectiviteiten. Hebben we bij niet- 
puntenreeksen 
stralenbundels 
tiviteiten noodig, bij collocale zijn er 8 vereischt. (De lezer 
controleere dit aan de hand van een figuur) en de constructie 
wordt dus vrij omslachtig. De volgende eigenschap stelt 
ons in staat een veel eenvoudiger constructie uit te voeren. 
vierhoek door een rechte gesneden 


en WOrdt ee 
vlerzij uit een punt geprojecteerd 


het geval dat we een beschouwen. 


staand geval door 


hoogstens twee dekelementen hebben. Is 


collocale projectieve een tweetal perspec- 


Een volledige 


in 6 punten 


arie PED die een involutie vormen, waarvan de ele- 


snijpunten met’ 


: twee overstaande 
proj. stralen van 


mentenparen zijn de 


zijden 
hoekpunten 

Zij ABCD de volledige vierhoek en / de lijn die door AB 
en CD in X, en Xz, door AC en BD en Y, en Y,, door BCG 
en AD en Z, en Z, wordt gesneden. Het gevraagde resul- 


‚ Bewijzen we alleen de le eigenschap: 
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(Er 


aat is bereikt, indien aangetoond wordt dat X, X, Y, Z, 
A X, X, Y, Ze. Als AB en CD elkaar AIEE in X den 
B X, X, Y, Z, n (centrum C) X, X AB 7 (centrum D) 
RNN Zes. 

Ts is X, Xs Ze Yan Xo Xi, Yo Zo (laatste eigen- 
BEOS) AUSN ERVE ZR An Ai Ya izs zoodat 
im de projectiviteit (X, YrZ,) A (Xs Y, Zi) de punten 
X, en X, wederzijdsch toegevoegd zijn, wat beteekent dat 
de 6 snijpunten inderdaad een involutie vormen, anders 
gezegd involutorisch liggen. 

Indien dus de punten X,en X,,Y,en Y, gegeven waren 
zouden we bij een punt Z, het toegevoegde punt Z, kunnen 
construeeren door 

1°. door elk der punten X, Y, en Z, een willekeurige 
lijn te trekken, welke 2 lijnen elkander dan twee aan twee 
snijden in de punten A, B en C drie van de 4 hoekpunten 
van den volledigen vierhoek. 

20, X, met C, Y, met B te verbinden en die beide lijnen 
snijden, het snijpunt D is het vierde hoekpunt van den 
volledigen vierhoek. 

3%. AD met den drager der punten X,X9Y, Ys, te 
snijden, het snijpunt Z, is dan het punt dat toegevoegd 
is aan Z,. 

Bijzondere gevallen van bovengenoemde eigenschap ont- 
staan als de lijn Z t.o v. den vierhoek een bijzondere 
ligging heeft (we houden ons nog steeds aan de eerste eigen- 
schap, laten duale omvorming over aan den lezer). 

a. Gaat de lijn / door een diagonaalpunt, dan vallen 2 
snijpunten samen en is dat diagonaalpunt dus een dubbel- 
punt van de involutie. (Overtuig u, dat het bewijs voor 
bovenstaande eigenschap in dit geval ongewijzigd doorgaat). 

b. Gaat de lijn / door 2 diagonaalpunten, dan bepaalt de 
vierhoek op die lijn 2 dubbelpunten en een elementenpaar. 
Deze 4 punten liggen harmonisch dus. In een hyperbolische 
involutie worden de dubbelelementen dus harmonisch ge-_ 
scheiden door elk paar toegevoegde elementen. 

Opgave. Ga na wat er in deze beide bijzondere gevallen 
wordt van de hier boven gegeven constructie ! 

Dat bovenstaande methode ons geen hulp geeft bij het 
zoeken naar de dubbelelementen van een involutie is 


182 


duidelijk. Om Z, te vinden namen we Z, als bekend aan, 
een dubbelelement is echter een elementenpaar en het op- 
sporen van een dubbelelement is het opsporen van een 
elementenpaar, dat dan bovendien nog aan een bijzondere 
voorwaarde moet voldoen. De volgende aan Deésargues 
toegeschreven stelling zal ons hierbij kunnen helpen: 

& ! snijpunten van een rechte / met 

StelltnehDe nie 

raaklijnen uit een punt L aan 

bundel 


plaren van een hont kegelsneden bepaald door 4 


de exem- 


punten k : 

== vormen een involutie. 
raaklijnen 

Zij gegeven een vierhoek ABCD en een lijn /, die 
AB in P,, CD in P,, AD in Q,ren” BOMS 
P, en P, voegen we aan elkaar toe evenals Q, en Qs. 
Hierdoor is nu op / een involutie bepaald. We hebben nog 
te bewijzen, dat een willekeurige kegelsnede om ABCD 
l volgens 2 toegevoegde punten snijdt. Stel, dat die kegel- 
snede / snijdt in R‚ en R,‚ dan liggen A, B, C, D,R, en R‚ 
op een kegelsnede dus A. (BD R‚ R‚) is projectief met C 
(BDR,‚R;). Deze projectieve bundels bepalen op 4 projec- 
tieve puntlijnen nl. 


P,Q,R, Rs, en Qs P, R, R‚. 


Aangezien volgens de laatste eigenschap uit 8 Q, P, R, 
R, projectief is met P, Q, R‚ R, is ook 


P_Q,R‚R, projectief met P,Q‚,R‚R, w. t. b. w. 


Duaal: Zij gegeven een vierzij abcd en een punt L, 
dat met het punt ab op de lijn p,, met cd op p‚, met ad 
op gq, en met be op gs ligt. Hierdoor is nu in L een stralen- 
involutie bepaald, indien wep, aan p,,g, aan q, toevoegen. 

Te bewijzen, dat aan een willekeurige kegelsnede in ABCD 
uit L twee raaklijnen kunnen getrokken worden, die toe- 
gevoegde stralen in die involutie zijn. Stel dat die raak- 
lijnen getrokken zijn r, en r,, dan zijn a,b,c,d,r, en rs 
allen raaklijnen van de kegelsnede en dus de puntreeksen 
a(bdr, 1) en c(bdr,r;) projectief Deze bepalen door L 
de projectieve bundels. 


Piri 2ENGs Per, Fz 
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nu is Q,P>?;r2 projectief met ps q, r, r‚, waarmee het 
gevraagde is bewezen *) 

In de eerste plaats zij hierbij opgemerkt, dat de eigen- 
schap van den volledigen vierhoek (resp. vierzij) in deze 
laatste stelling als bijzonder geval ligt opgesloten. Immers 
de paren overstaande zijden van den volledigen vierhoek 
zijn ontaarde exemplaren van de kegelsneebundel door de 
vier hoekpunten, en de paren overstaande hoekpunten van 
de volledige vierzij zijn ontaarde exemplaren van de kegel- 
sneeschaar rakende aan de vier zijden. 

In de tweede plaats kunnen we hieraan toevoegen, dat 
de stelling van Désargues ook doorgaat voor de bundels 
en scharen, waarvan 2 der basiselementen samenvallen, ot 
waarvan de: basiselementen 2 aan 2 samenvallen, — dit 
laatste geval komt straks nog even afzonderlijk ter sprake. 
(De lezer ga dit zelf na). 

In de derde plaats is reeds nu na te gaan hoe deze stel- 
ling ons toestaat een constructie voor de dubbel elementen 
van een involutie te geven. 

Elke kegelsnee van den bundel — we beperken ons 
weer tot het eerste deel der eigenschap — bepaald op / 
een puntenpaar van de involutie. Het construeeren vaneen 
puntenpaar komt dus neer op het leggen van een kegel- 
sneê door 4 punten, welke aan / raakt. Maar dat was 
het vraagstuk, waarvan we met behulp van de leer der 
involuties een meetkundige oplossing zochten — een meet- 
kundige oplossing, die, het zal nu duidelijk zijn, juist neer- 


1) Dese stelling doet ons nog een ander middel aan de hand 


om een kegelsnede te construeeren als gegeven zijn 5 Poker 

stralen 
ë t / d het 5 t 
Kiezen we dan 4 PERRE uit en leggen ee A bat 

stralen kiezen op de 5e lijn 
\ s lijn 4 snijpunten 

een willekeurige MT dan bepalen de EE van 2 
aar overstaande EE n de vier geen me Roe 
P hoek punten se zijde het punt L 
punten / Het aan het 5e punt punt 
Eis t . En ne no ee t WD: mes 

stralen karglone De aan de 5e lijn opsProrgde lijn 

punt 


is dan een nienw van de kegelsnede, 


lijn 
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komt op de constructie van de dubbelpunten van een door 
2 puntenparen gegeven puntinvolutie. 

In hoeverre kan dan de stelling van Désargues ons hel- 
pen om die dubbelpunten te construeeren ? — Dat zal uit 
het volgende blijken: Indien we het begrip involutie ana- 
Iytisch hadden gegrondvest, zou het zich laten uitbreiden 
op imaginaire elementen, dan zou de stelling van Désar- 
gues, eenmaal bewezen, ook gelden voor bundels en scharen 
met imaginaire basiselementen, dan zou dus de stelling 
van Désargues ook doorgaan voor cirkelbundels. (Bedenk, 
dat een cirkelbundel tot basispunten heeft: de 2 cirkel- 
punten en twee reëele eigenlijke punten of twee toege- 
voegd imaginaire eigenlijke punten). Dan zou dus het zoe- 
ken van de dubbelpunten van een involutie neerkomen op 
het opsporen van de cirkels hoorende tot een bundel en 
rakende aan een rechte. 

We zullen nu enkele hulpmiddelen uit de metrische 
meetkunde gebruiken om inderdaad langs dezen weg de 
dubbelelementen van een involutie te bepalen. 

Zijn gegeven 4 punten A‚,A,,B,,B, op een lijn /, welke 
punten paren een involutie bepalen. Construeer op A, A» 
als middellijn een cirkel, ook op B; B, als middellijn. Deze 
2 cirkels bepalen een bundel. Nu zijn er 2 mogelijkheden : 

a. de bundel heeft 2 reëele basispunten P en Q. In dat 
geval verbinden we P met A‚,‚A,,B,en B, dan is PA, | 
PA, en PB, _l PB, en voor een willekeurigen anderen 
cirkel uit den bundel, die l snijdt in C, en C, is PC, 1 PC. 
De beide stralenbundels P(A, B, C,...) en P(A, B, C,..…) 
zijn projectief, omdat elke straal uit den eersten bundel 
| staat op de overeenkomstige uit den tweeden bundel. 
Ze zijn echter wederkeerig projectief, m.a. w. ze vormen 
een straleninvolutie (zonder dubbelstralen d.i. een ellip- 
tische). De doorsneê van deze straleninvolutie met /is dus 
een puntinvolutie zonder dubbelpunten. De cirkelbundel 
met de basispunten P en Q bepaald dus op / een puntin- 
volutie. Dat die elliptisch is, blijkt ook uit het feit, dat er 
door P en Q geen cirkels mogelijk zijn die / raken. 

Noemen we het snijpunt van PQ met /O dan is OA, X 
OA, == 0B/ X OB, =0C; Xx OC, =...=— OP? O heet het 
centrum van de involutie; — OP? de macht. 
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b. de bundel heeft 2 imaginaire basispunten. In dat ge- 
val zijn er in den bundel 2 punteirkels, Nu bewijst men 
in de vlakke meetkunde, dat de puntcirkels harmonisch 
gescheiden worden door elk tweetal snijpunten van den 
centraal met een cirkel uit den bundel. De puntcirkels zijn 
dus dubbelpunten van een hyperbolische involutie, waar- 
van elk puntenpaar snijpunten zijn van een tot den bundel 
hoorenden cirkel met /. (Raken deze puntcirkels aan ! ?) 
Ook voor dezen cirkelbundel geldt dus de stelling van 
Désargues. Noemen we het snijpunt van de machtlijn van 
dezen bundel met / weer O dan is weer OA, X OA, = 
B OBT OCT O0; =S OPE 0? (Pen. Q, zijn 
nu de puntcirkels). Weer het O het centrum OP? de macht 
van de involutie. 

Het construeeren van dubbelpunten in een door 2 punten- 
paren gegeven involutie vereischt dus: 

1°, een onderzoek naar het al of niet hyperbolisch zijn 
van de involutie. Uit de hierboven gegeven beschouwingen 
leidt men daarvoor gemakkelijk den volgenden regel at. 
Als de twee puntenparen elkaar scheiden is de involutie 
elliptisch, doen ze dit niet dan is ze hyperbolisch. 

20, het construeeren van het centrum O der involutie. 
(De lezer ga nu ook eens na, hoe daarvoor ook twee wil- 
lekeurige cirkels resp. door A, A, en door B, en B; ge- 
bruikt kunnen worden). 

3°. het construeeren van de middenevenredige tusschen 
OA, en OA, 


15. Constructies. 


1. De kegelsneden te construeeren door 4 punten A, 
B, C en D en rakende aan /. Door A,B,C en D gaan 3 
ontaarde kegelsneden: AB,CD; AD, BC en AC,BD, die op 
l de involutie P, P,, Q, Q2, R‚ R; insnijdt. Indien deze in- 
volutie elliptisch is, is er geen kegelsnede, die aan de vraag 
voldoet. Is ze daarentegen hyperbolisch, dan construeeren 
we haar dubbelpunten X en Y en dan voldoen 1°. de ke- 
gelsnede door A,‚B‚C,D en X, 2°. die door A,B,C,D en Y. 
Van beide zijn dan 5 punten (+ een raaklijn in een dier 
punten) gegeven en ze kunnen dus worden geconstrueerd. 
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2. De kegelsneden te construeeren rakende aan 4 lijnen 
en gaande door een punt. Dit vrgst. is duaal aan 1. Echter 
zij hierbij opgemerkt, dat de constructie van de dubbel- 
punten eener puntinvolutie niet voor duale omvorming 
vatbaar is. Om de dubbelstralen van een stralen involutie 
te construeeren snijden we de straleninvolutie door een 
lijn en bepalen de dubbelpunten in de aldus ontstane punt- 
involutie. 

Bijzondere gevallen van constructie 1. ontstaan zoodra er 
bidet se eten 

lijnen 
even nagaan de bijzonderheden, die zich voordoen bij het 
samenvallen der punten, het duale geval blijve den lezer 
overgelaten. 

la. Een kegelsnede te construeeren, waarvan gegeven 
zijn 2 punten, 1 punt met bijbehoorende raaklijn en een 
raaklijn. 

Zijn A,‚B,C en D de 4 punten, waarvan dan C en D 
samenvallen en de raaklijn in dat punt dus voorgesteld 
wordt door CD. De involutie op / wordt nu bepaald door 
de volgende puntenparen: 1°. de snijpunten van AC en BD 
met / (inplaats van BD kan men ook lezen BC); 2°. de 
snijpunten van AB en CD met /. 

De constructie van de dubbelpunten in deze involutie 
geeft een 5e punt van de beide kegelsneden, die aan de 
vraag voldoen, waarmee ook dit is terug gebracht tot een 
der vroegere constructies. 

15. Een kegelsnede te construeeren, waarvan gegeven 
zijn 2 punten met bijbehoorende raaklijnen en een derde 
raaklijn. In de eerste plaats zij opgemerkt, dat deze con- 
structie reeds in 12 is behandeld en, dat we daar één 
kegelsnede vonden, die aan de voorwaarde voldeed. Moge 
dit oogenschijnlijk in strijd zijn met hetgeen men verwach- 
ten zou na de bovenstaande resultaten, in werkelijkheid 
is het niet zoo. Zijn A,‚B,C en D de 4 punten, waarvan A 
met B, C met D samenvalt. AB is de raaklijn in ’t eerste, 
CD in ’t tweede punt. De lijnen AB en CD bepalen op ! 
een puntenpaar, de lijnen AC en BD vallen samen, bepalen 
dus op / een dubbelpunt. De involutie op ! is dus bepaald 
door een dubbelpunt en een puntenpaar. Er blijft dus nog 


ook samenvallende zijn. We zullen hier 
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een dubbelpunt (het punt harmonisch toegevoegd aan het 
gegeven dubbelpunt t. o. v. het puntenpaar), dat het raak- 
punt van de gevraagde kegelsnede aan / bepaald. Hierdoor 
is nu de constructie teruggebracht tot de duale — die reeds 
in 12 is opgelost, evenals trouwens de onderhavige con- 
structie zelf. In dit geval blijkt dus een der twee kegel- 
sneden, die tot de bundel ABCD hoort en met / een dub- 
belpunt gemeen heeft ontaard te zijn: de dubbelrechte 
AC—BD. 


Toepassingen. 


1. Construeer de parabolen door 4 gegeven punten. 

2. Construeer de hyperbolen door 2 punten, een asymp- 
toot en rakende aan een rechte. 

3. Construeer de hyperbool, waarvan gegeven zijn de 
asymptoten en een raaklijn /. 

4. Construeer een hyperbool rakende aan een rechte, 
waarvan verder gegeven zijn een 8 punten en een 
asymptotische richting. 


2. Ten slotte de tweede constructie: 


Zijn gegeven de lijnen a en bin de punten C, D en E. 
Veronderstellen we, dat een van de gezochte kegelsneden 
a en b resp. in A en B raken, dan zal de bundelschaar 
door A en B rakende aan a en b op de rechten CD, DE en 
CE punteninvoluties bepalen waarvan dan de punten C en 
D, Den B, Cen E resp. toegevoegde punten zijn. Een 
tweede stel toegevoegde punten vinden we op die 3 lijnen 
door ze met a en b te snijden. Die drie puntinvoluties zijn 
nu volkomen bepaald. De lijn AB moet nu volgens het 
voorafgaande die 3 lijnen in de dubbelpunten snijden. Zijn 
nu alle drie de involuties hyperbolisch, dan hebben ze 6 
dubbelpunten die 3 aan 3 op 4 rechte lijnen moeten liggen. 
Die 4 rechte lijnen kunnen dus alle als rechte AB dienst 
doen. In dat geval zijn er dus 4 kegelsneden die voldoen. 
(Is het nu noodig om al de 6 dubbelpunten te construeeren 
met een der gegeven methoden?) Zoodra blijkt dat een 
der involutie elliptisch is, dan weten we dat er geen 
kegelsneden zijn die voldoen, 
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Den lezer wordt ten slotte overgelaten de duale construc- 
tie uit te voeren en deze beide toe te passen, als er onein- 
dig verre punten of de oneindig verre rechte onder de 
gegevens voor komen. 


Over het trekken van wortels met behulp van 
een Rekenmachine 


DOOR 
Dr. W. P. THIJSEN (Bandoeng), 


In de handleiding der Marchant-rekenmachine!) 
wordt uiteengezet, hoe men daarmede den vierkantswortel 
uit een getal kan trekken. Deze bewerking gaat zeer 
vlug, en na eenige oefening is kans op fouten zoo goed als 
uitgesloten. Bij het zoeken naar den grondslag vond ik, 
dat er voor het trekken van den derdemachtswortel een 
analoge methode bestaat Hier volge een uiteenzetting 
van de beide bewerkingen, alsmede van de beginselen, 
waarop deze berusten. 

Beschouwt men vooreerst de identiteit: 

(10a + b)? =100a? + (20aH-b)b, . . . … …. (U) 
waarop ook de gewone wijze van vierkantsworteltrekken 
gebaseerd is. 

Voor den eersten term van het rechterlid, zoowel als 


t) Bij deze rekenmachine bevinden zich bovenaan 9 hefboomen, 
die ieder in 10 verschillende standen gezet kunnen worden, waar- 
door het vermenigvuldigtal 9 cijfers kan bezitten (A). Wil men 
b.v. met 4, of met 40 of met 400 vermenigvuldigen, dan gesshiedt 
dit door in elk dezer gevallen den slinger 4 X rond te draaien, 
waarbij natuurlijk de „wagen” telkens een anderen stand inneemt, 
Links op den wagen vertoont zich na het draaien de vermenig- 
vuldiger (B), rechts het product (C) Met behulp van vleugel- 
schroeven zijn deze getallen weer te annuleeren. 

Optellen geschiedt door een voorwaartschen slag van den slinger, 
aftrekken door een teruggaanden, 

Met geringe wijzigingen is natuurlijk het volgende ook op 
andere rekenmachines uit te voeren. 
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voor den tweeden kan men een rekenkundige reeks van 
de Iste orde in de plaats stellen, waarbij de eerste uit a, 
de tweede uit b termen bestaat. Men heeft toch: 


1435 (aat, (2) 
alsmede: 
(20a +1) + (20a +43) + (20a +5) +... + (20a +4 2b — 1) = 
AOL De een en (5) 
Als voorbeeld diene het getal: 
toel. 


Door vermenigvuldiging met 1 krijgt men dit op de 
plaats C, waar steeds na vermenigvuldiging het product 
staat. Het cijfer 1, dat zich op B vertoont, verwijdert men 
met de betreffende vleugelschroef, 

Daarna trekt men van de ciĳjfergroep 19 achtereen- 
volgens af : 

ROR et (3 
dus — met 1 te beginnen — telkens twee meer dan het 
getal, dat reeds op de machine staat. Het aantal der aftrek- 
kingen, hier 4, wordt door de machine aangegeven, en is 
het eerste cijfer van den wortel. Daar evenwel de bewer- 
king geheel automatisch dient te geschieden, trekt men 
ook nog 9 af. Dan waarschuwt echter het belletje der 
machine, dat men te ver is gegaan, hetgeen door een slag 
draaien in tegengestelden zin te herstellen is. Gemakke- 
lijk ziet men met formule (2) in, dat de genoemde 9 over- 
eenkomt met 2a+1. Men zet nu de hefboom 1 terug, 
waardoor 8 ontstaat of liever 80, in ’t algemeen dus 20a, 
als men nl. op de plaatswaarde van het getal let. Nu 
wordt de wagen verzet, om het tweede cijfer van den 
wortel te bepalen. Men trekt nu van de rest of 317 
resp. af: 
SEEDEN Sd 

bij welke laatste aftrekking de machine wederom waar- 
schuwt en door terugdraaien de juiste rest hersteld wordt. 
Zoo heeft men derhalve voor het tweede cijfer 3 gevon- 
den en voor de rest 68. 

Op geheel overeenkomstige wijze kan men voor het 
trekken van den derdemachtswortel uitgaan van de 
identiteit : 
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(10a + b)? = 10004? + (3004? + 30ab +b2)b . . (4) 
Nu heeft men echter rekenkundige reeksen van de 
2de orde noodig: 


14-7419 437... + (Ba? —3ad-1)=a? . . (5) 
en: 
(300a? + 80a + 1) + (3004? + Ma +7) +..…..= 
— (300a? + 30ab4b?)b . . (6) 

Wederom bestaat de eerste reeks uit a, de tweede uit b 
termen. 

Men merke op, dat de verschillen bij de eerste reeks zijn : 

OOAD DE SNEO AE EN 
bij de tweede: 
6(10a 4-1); 6(10a +2); 6(10a 43); enz. 

Een voorbeeld zal de practische waarde der laatste 
opmerking in het licht stellen. Het getal: 

19 | 507 
verdeelen wij weer op de gebruikelijke wijze, van rechts 
te beginnen, in groepen van 3 cijfers, wat op de machine 
door de verschuifbare pijlpunten valt te bereiken. Van de 
eerste groep wordt resp. afgetrokken : 

Ee RAE EERDE Da SV 

Men begint dus op 1 en voegt telkens 6 maal het cijfer van 
het aantal reeds verrichte aftrekkingen (op B at te lezen) bi 
den aftrekker, die bovenaan op de machine staat (A). Dit laatste 
geschiedt door verplaatsen der hefboomen. 

Bij de laatste aftrekking waarschuwt wederom het bel- 
letje, en herstelt men de juiste rest: 15507, door een slag 
in tegengestelde richting. 

Op A staat nu een ciĳfergroep ter waarde van: 
Sa? + 3a +1, i.e. 61, hierbij van plaatswaarde afgezien. 
Men trekt nu van dit getal 3 Xa (hier 12) af (a =4 wordt 
door de machine aangewezen), alsmede 1, en verzet den 
wagen ter bepaling van het tweede cijfer van den wortel. 
Let men nu wèl op de plaats van den aftrekker t. o. v. 
het aftrektal, dan bedraagt de eerste 300a®. Hierbij telt 
men door verplaatsen van de hefboomen 1 op, alsmede 
3 maal het getal op B aangewezen, dat wegens het ver- 
zetten van den wagen nu niet a, doch 10a bedraagt 


Lol 


(let op de pijl, die de eenheden aangeeft). Dan eerst trekt 
men door één slag van den slinger af‚ vermeerdert den 
aftrekker met 6 maal het links aangewezen getal, dus: 
6(10a +1) — hier met 6 X 41 —, trekt weer af, enz. 

Dit telkens vermeerderen van den aftrekker met 6 x 
een getal geschiedt natuurlijk uit het hoofd door achter- 
eenvolgende bijtelling der gedeeltelijke producten, in ons 
geval 6 en 240. Zoo vindt men ten slotte 43 als wortel. 

Een bekende redeneering doet inzien, dat het trekken 
van den wortel uit getallen met meer dan 2cijfergroepen 
op dezelfde wijze blijft geschieden. 

Vergelijkt men ten slotte de verschillende wijzen van 
worteltrekken, dan blijkt, dat de machinale manier, hoewel 
zij althans voor den derdemachtswortel wel eenige vaar- 
digheid eischt, toch in veel korter tijd kan geschieden, dan 
bij de gewone rekenkundige worteltrekking benoodigd is. 


Sur le cercle de similitude de deux cercles donnés; 


PAR 


E. N. BARISIEN et J. NEUBERG. 


1. Soient O en O’ les centres, R et R’ les rayons, S et 
S’ les centres de similitude de deux cercles donnés A et \’. 
La ecirconférence U décrite sur la distance SS’ comme 
diamètre a recu le nom de circonférence de similitude de 
A et A’. Elle jouit des propriétés suivantes : 

1°. Elle est le lieu des points dont les distances aux 
centres O et 0’ sont dans le rapport R:R’; 

20, Elle est aussi le lieu des points d'où l'on voit chacun 
des cercles A et A’ sous un même angle; 

3%, Les circonférences A et A’ peuvent être considérées 
. d'une infinité de manières comme deux figures directement 
semblables; le lieu des points doubles (centres de simili- 
tude) est la circonférence U; 

40, Cette circonférence coupe orthogonalement toute 
circonférence passant par les points O et 0’, et en parti- 
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culier la circonférence de diamètre OO’ qui passe par les 
points de rencontre des tangentes communes extérieures 
de A et A’ avec les tangentes communes intérieures. 


2. Voici une propriété du cercle de similitude qui est 
peut-être nouvelle. 

On considère une sécante g sur laquelle A et A’ interceptent 
des cordes égales AB et A’B'. Les tangentes à ces cercles en 
A et B, A’ et B, A et A’, B et B’ se coupent respectivement 
aux points P, P’, Q et Q/ sur la circonférence de similitude. 

En effet, soient I, 1’, H les projections des points O, O’, 
P sur la droite g. Les triangles semblables OAI et APH, 
O’B'Y’ et B'PH donnent 

PASEN BB PH 
OA AT Bee BT 
d'où à cause de AI == B’, 
PAST OAnmeeR 
PB MSO RR 

Donec les triangles OAP et O’B'P sont semblables et 
PO:PO’=R:R’. Par suite le point P et par analogie les 
points P’, Q, Q/ sont situés sur la eirconférence U. 


8. Le théorème précédent admet des conséquences assez 
curieuses. 

Si les tangentes menées auw cercles A et A’ par Vun des 
centres de similitude ont pour points de contact lune « et a’, 
autre B et B', les cordes interceptées par ces cercles sur les 
droites af’, «B sont égales. 

Plus généralement, si d'un point quelconque de la circon- 
férence de similitude on mène des tangentes qui touchent A en 
a et B, et A’ en «’ et B’, les deux cordes interceptées par ces 
cercles sur lune des droitrs aa’, «fB', «'B, BB' sont égales. 

Si la droite BB’ rencontre A en B, et A’ en B',, les tan- 
gentes en Bet B, en Bet B',,en B' et B,,en B, et B',, se 
rencontrent en quatre points de U. Les autres droites ac’, 
«8', a’ donnent de même chacune quatre points de U, 
ce qui fait en tout seize nouveaux points de U. 


4, Le droite g sur laquelle A et A’ interceptent deux 
cordes égales AB et A’B’ enveloppe une parabole. — 
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Ce théorème est connu: la démonstration suivante est 
peut-être nouvelle. 

Soit O”/ le milieu de la distance OO’, et projectons O0” 
sur g en I”, II” en K sur OO’ et 0’ en L sur OI. La con- 
dition AB == A/B’ s'exprime par l'égalité 
R?—01? =R/?—0’1’?, ou (OI-0'T/) (OI—0’I’) = R2—R’? (1) 
où lon suppose R)R. Or OI + O/T =20"1/, et des tri- 
angles semblables OOL/ et O”I/K on econclut OI — OT’ = 


Li 


00’ ea De là et de (1) on déduit que O”K est invariable 


ou que 1” se meut sur une perpendiculaire à OO’. Par 
consèêquent, la droite g a pour enveloppe une parabole W 
qui a pour foyer le milieu 0” de O0’ et pour tangente 
au sommet la droite KI’. 

Des positions remarquables de g sont les tangentes com- 
munes à& A et A/ et la corde commune (axe radical); cet 
axe est la tangente au sommet de la parabole. 


5. Soient T le point de concours des tangentes en A et 
B au cercle A, et T’ celui des tangentes en A/ et B’ au 
cercle A’. 

Le lieu du point T est la conique polaire réciproqgue de W 
par rapport au cercle A; celui de T’ est la conique polaire 
réciproque de W par rapport au cercle A’. Si RDR, la 
première de ces coniques est une ellipse et l'autre, une 
hyperbole. 


6. Il est intéressant de démontrer les résultats précé- 
dents par l'analyse, 

a. Les axes coordonnées étant la ligne des centres et 
Yaxe radical de A et A’, les équations de ces cercles sont 
de la forme: 

n° Hy —Zar—-d=0, #2 HY!’ ded. (2) 

Soit y= me Hp lYéquation de g. Les abscisses des points 

Á et B, A/ et B’ seront respectivement 


Ree emd 


Lz 1 + m? 
| W,U — mp + V(a'—mp)? — (1d m?) (p°— d)| 
ala 1 Jm? 


Wiskundig Tijdschrift, 17e Jaargang. 13 


194 


Les cordes AB et A/B’ étant égales, les différences 
LE, — Az Et U/, — A’, doivent avoir la même valeur absolue, 
ce qui exige (a — mp)? = (ad — mp)? ou si a#a': 

" 


a — mp =— (a/ — mp), 
c'est-à-dire mp =t(ad- ad’). Par suite l'équation de g est 
ada’ 


y= med zen 
Comme m est un paramètre variable, on voit que l'en ve- 
loppe de g est la parabole 
y=2(ada!) er 
b. Le couple des tangentes AT, BT au cercle A peut 
être représenté par Yéquation homogène (z= 1) 
fry? +y* — Zare de? —Aly—-ma— pe) =0. (3) 
Nous déterminons A par la condition que la conique (3) 
passe par son centre T, ce qui exige que les équations 
f =S — az — mA (y — ma — pz) =0, 
yy Ay — ma — pz) =0, En CN 
f'z= an —dH Ap (y — ma pz) =0 
soient compatibles En éliminant A (y — ma — pz) on obtient 
—atmy=0, —ar—d +py=0 . . « (5) 
Le point T satisfait aux équations (5). Les valeurs de 
m et p déduites de (5) et substituées dans la relation 
mp =t(a+ a’) donnent pour le lieu du point T 
(ada) y +2(e—a)(ard-d)=0. . . . (6) 
c. Tiírons de (5) les valeurs de # et y pour les substi- 
tuer dans (4); il vient 
mT 
a? d-d— map +m?d—p? —amp’ 
ou en ee a? +d par R? et mp par 4(a ta’): 
R? 
(Amd pad) 
Nous en concluons les équations des couples de tan- 
gentes AT et BT, A/T’ et B'T’: 
R? 
ee Er EE ai Een 
n° +-y Zar sd CEP DE (y — me — p)?, 
ind, 


+ y? UL nde ra 
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Les points d'intersection des deux couples de tangentes 
satisfont à ces deux équations ; Y'élimination des paramêtres 
variables m et p se fait immédiatement. On trouve 

Vent de RE 
LH y? — ae —d RP 

Done le lieu des intersections mutuelles de ces couples 
jouit de la propriété que les puissances de chacun de ses 
points par rapport aux deux cercles A et A’ sont entre 
elles comme les carrés des rayons. Or cette propriété 
appartient au cercle de similitude U. 


De projectie van een hoek 


DOOR 
J. WERTENBROEK (Rotterdam). 


ZBCA gelegen in vlak W wordt geprojecteerd op vlak V. 
ZAC’®B is dan de projectie. 

De lezer teekene: 

1°, in een cirkel een koorde AB, een koorde BE | AB, 
een koorde BC, zoodanig dat Z ABC > 90° is, koorde AC; 

20, van A ABC de hoogtelijnen, die elkander in H snij- 
den; de hoogtelijn CH snijdt den cirkel in C’, en het ver- 
lengde van AB in D; 

8°. de raaklijn aan den cirkel evenwijdig aan BE en 
nabij BE. Deze raakt in F, en snijdt het verlengde van 
AB in G. 

We zullen in de eerste plaats nagaan of de mogelijkheid 
bestaat dat £C’= /C. Daartoe slaan we W op V neer 
en teekenen in dit neergeslagen vlak den omgeschreven 
cirkel van A ABC. Zal nu mogelijk zijn dat /C’= 40, 
dan moeten C en C’ beide op den cirkel liggen zóó, dat 
CC’ | AB, terwijl CD) C'D. Verder moeten C en C’ aan 
denzelfden kant van AB gelegen zijn. 

Uit de figuur blijkt nu gemakkelijk dat dit het geval 
zal zijn als C ligt op het stuk cirkelboog tusschen Een F. 
E wordt verkregen door BE | AB te nemen, terwijl F het 
raakpunt is op de raaklijn FG // BE. 


196 


Uit het voorgaande volgt onmiddellijk : voor de mogelijk- 
heid dat /C’/—=/C is bij eer bepaalden Z/C noodig : 


ZB)90°, maar ZB—ZA<{90°. 


LB—ZA{ 90° ZB 4 ZA == 180° —ZC 
LB ZA=180 40 © ZB-ZA{ 90° EE. 
2/ B { 2709 —/C 2/A > 90° —/C 

„B ( 135° —4/C VANDRE Eb Ze 


't Bovenstaande geldt voor ’“* geval dat ZC scherp is. 
’t Zal echter na ’t voorgaande duidelijk zijn, dat, indien 
ZC stomp of recht is, / C’ nooit =/C kan zijn. 

Het komt er nu op aan, in de veronderstelling : 


130 Lr en 
te bepalen den hoek, welke W met V moet maken, opdat 
LC’=/C zal zijn. Noem dezen hoek a, dan geldt: 
/ OE 
Dn EDE B) _ cot AcotB. 


Opmerking: Is H het hoogtepunt van A ABC, dan is vol- 
gens een bekende eigenschap HD = DC’. A ABC’ kan dus 
verkregen worden door A ABH om te klappen boven AB. 
Vlak W moet daarna zóó gesteld worden, dat C verticaal 
boven C’ komt te liggen. 


COS « == 


’t Is nu verder gemakkelijk in te zien, dat als 
cosa ) — cot A cot B is, /C’) ZC is (C’ ligt dan nl. binnen 
den cirkel), terwijl als cos « { — cot A cot B is, / C’ { / Cis. 
(C’ ligt dan buiten den cirkel.) 


Is ZB { 90°, dan komt steeds C’ binnen den cirkel te 
liggen en is dus Z/C’ > ZC. 

Is ZB) 135° —44C, dan komt C’ steeds buiten den 
cirkel te liggen en is dus ZC/ < £C, 


Is Z/C stomp of recht, dan komt C’, onverschillig welke 
waarden de ZZ A,‚B en « hebben, binnen den cirkel te 
liggen en dus is dan steeds CC’) /C, 


We zijn nu tot het volgende resultaat gekomen : 
IL. ZC stomp of recht ZC’)4C onafhankelijk vana, 
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eZ scherp : 
a) ZB<90° LC) 4C onafhankelijk van «. 
\ 900 LC’ < ZC als cosa { — cot a cot B 
C 1350 —1C LC'’=ZC „ cosa=—=—cotacot B 
Aes A0 COS a cot a cot. B 
c) ZB) 135°—44C ZC'{ZC onafhankelijk vana, 


b) ZB 


2de oplossing : 
In A ABC: c? =a? + b? — 2ab cos C. 
In A ABC: c? =a'? + b’? — 2a!b’ cos C/, 
Dus: a? + b? —2ab eos C= a’? Hb? — Za’ cos C/. 
Als in de ruimtefiguur CC/=h wordt genoemd, dan is 
aa har en bbh, 
dus: 
a. + h? Hb? + h? —2abeos C=a'? Hb? — Zal’ cos C 
2ab cos C — 2a’b’ cos C’ = 2h? 
ab eos C — a’b’ eos C/=h? 
20 eot C — 20’ cot C/ = h? 
en daar O/= Oecosa en h=h sina: 
20 (cot C — cos « cot C/) = h‚? sin? « 
c (cot C — cos a cot C/) =h, sin? « 
he sin? « 
cot C — cosa cot’ = Maureens te Honest (A) 
Om na te gaan, of de mogelijkheid / C=/C’ bestaat, 
nemen we in ’t bovenstaande cot C= cot C’; er komt dan: 


h‚sin? « 
cot C (1 — OE 
h‚sin® « 2h, cos? Ja 
2 sin? La cot C = PE of cot U = En 
waaruit volgt: 
cos? Ja Ee of os peV EA) 


Is ZC stomp, dan is cos{« imaginair. Dus dan kan 
nooit £C’= Z/C zijn. 

Daar het 2e lid van (A) positief is, moet in dit geval, 
daar cot C negatief is, ook cot C’ negatief zijn, en wel zoo, 
dat cosa cot C’ {cot C en dus volstr. waarde cot C’ ) volstr. 
waarde cot C, d.w.z. CU) ZG. 
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Is / C=90°, dan is cos Ja—=0 of « =180°, dus eigenlijk 
kan dan ook nooit /C/=/C zijn. Steeds 4C’) ZO, wat 
weer gemakkelijk uit (A) volgt. 

Door in (A/) te substitueeren : 

h‚ (cot A cot B—1) 
c=h, (cot A + cot B) = cot (Á + B) en 
h, (cot A cot B — 1) 
— cot Ù 


komt er: 


__a /(1 — cot A cot B) 
cos Ja == \ D) : 
Hieruit volgt weer gemakkelijk : cos « = cot A cot B, wat 
overeenstemt met het gevondene bij de le oplossing. 
Daar — cotacot B positief moet zijn, moet dus een der 
LLA en B stomp zijn. Verder moet — cot A cot B 1 zijn, 
d.w.z. /B—/A{90° of ZB{135° —44ZC, als we voor 
B de grootste hoek aan de basis nemen, enz. 


NASCHRIFT. 


In verband met het voorgaande kan de aandacht nog 
eens gevestigd worden op een in Juni 1911 verschenen 
boekje van P M. van Bemmel: De ruimtedriehoek of drie- 
vlakshoek (Uitgevers Meyer en Schaafsma, Leeuwarden, 
f 0.50), dat in 26 bladzijden en ruim 30 zeer fraaie en dui- 
delijke steendrukfiguren in drie kleuren, een goed overzicht 
geeft van de eigenschappen van den drievlakshoek. 
Fig. 5, 6, 7, 3la en 316 hebben betrekking op het verband 
tusschen een hoek en zijn projectie op een plat vlak. 

Met zijn berekening, die als aanhangsel gegeven wordt, 
is de heer v. B. niet zoo volledig als de heer W. 

Men zie ook het hier volgende. Red. 


De hoeken van een drievlakshoek. 


In het hierboven genoemde boekje van Van Bemmel 
komt ook een teekening voor (fig. 2), waarin de driehoeken 
van een drievlakshoek een rol spelen. 

In een punt C van ribbe SC is een standvlak aangebracht, 
dat de zijvlakken a, b en c snijdt volgens CF, CG en FG. 
Door datzelfde punt C zijn ook de standvlakken aange- 
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bracht op de ribben SA en SB. Deze snijden de zijvlakken 
a en b volgens CB en CA, snijden elkander volgens de lijn 
CQ,‚ en snijden het zijvlak ec volgens de lijnen AQD en BQE; 
de punten D en E liggen op FG. Men ziet gemakkelijk, 
dat EC IGC, en DC | FC. 

De figuur is, evenals alle andere figuren, zeer fraai en 
zeer duidelijk; zij dient als stereometrische teekening voor 
de constructie (fig. 22 en 23) van een drievlakshoek, als 
daarvan de drie hoeken gegeven zijn. 

Nieuw is die figuur niet; de heer v. B. zegt ook niet, dat 
hij ze zelf bedacht heeft. Zij komt bijv. ook voor in 
R. Haussner, Darstellende Geometrie (Sammlung Göschen 
No. 142), dat een overzicht geeft van de bekende construc- 
ties van de beschrijvende meetkunde, en wel als fig. 84 in 
den Zen druk van 1904, en als fig. 75 in den len druk 
van 1902. 

Ook die schrijver legt er niet bijzonder den nadruk 
op; hij heeft ze overgenomen. De figuur is natuurlijk 
dadelijk gevonden, zoodra men zich ging bezig houden 
met den drievlakshoek, en evenals andere figuren uit 
stereometrie en beschrijvende meetkunde is ze in nieuwe 
boeken vermoedelijk daarom niet opgenomen, omdat de 
schrijvers ze te moeilijk vonden voor den gemiddelden 
leerling, dus op paedagogische gronden. 

Men zou ongetwijfeld wel uit geschiedkundig en onder- 
wijskundig oogpunt tot merkwaardige uitkomsten geraken, 
als men het verschijnen en verdwijnen van deze en andere 
figuren (of constructies of berekeningen) zou nagaan. 


Ben VARESE 


Over regelmatige veelhoeken 


DOOR 
Dr. R. J. KORTMULDER (Rotterdam). 


In de vlakke meetkunde worden de zijden van tal van 
regelmatige veelhoeken met behulp van de verdubbelings- 
formule berekend. Uitzondering hierop is b.v. de zijde 
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van den regelmatigen tienhoek. Ook deze echter is met 
behulp van genoemde formule of liever haar omgekeerde 
berekenbaar. 

De verdubbelingsformule is: 

aan — VOR? 4 RV (AR? 0, MEN 
eigenlijk een verkapte schrijfwijze voor de beide gonio- 
metrische formules _ 
sina V en costa VEEL 
Haar omkeering is: 


an = ze VAR? — 45°) 
Deze bepaalt éénzinnig *) a, uit az. Stelt men voor 
het gemak R=l: 
An = aan V(4— ag) vee et (2) 
het equivalent van de goniometrische formule: 
sin a —=?2 sin Ja cos Ja. 
De zijde van den n-hoek is hierbij 2sina, van den 
2n-hoek 2 sin ba. 


Formule (2) bepaalt a; uit a. Zonder behulp van a, 
kan echter a, uit haar afgeleid worden, met gebruik van 
de eigenschap, dat a; = a} Lo welke schrijf wijze wel geen 
opheldering zal behoeven. 

Aan de eigenschap a3, a, voldoet van de regelmatige 
veelhoeken met geheel aantal zijden slechts de 1- en de 
S-hoek: 

On == ap ld 00) 
gevende a,=0 (voor den l-hoek) en 
azg= 8. 

Voor den 5-hoek geldt een dergelijke afleiding, gebruik 

makende van de eigenschap, dat a; = Ag. 


Onderzoeken we eerst algemeen, voor welke veelhoeken 


1) Is dit woord geen betere vertaling van het Duitsche 
„eindeutig” dan het Germanisme „éónduidig”? We spreken toch 
ook van dubbelzinnig, 


manne 
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geldt da da: Zij 2a de en van den regel- 


matigen »- „hoek, dan moet : 
8a +4 Za —= Wz 
dant ats kr, 
kr ka 
gevende « = 5 ag: 
Het aantal zijden van Hen overeenkomstigen regelmatigen 


À 27 5 5) 
veelhoek is dan DEE: dus Le Het geldt dus 


DE b 
voor de zijden en diagonalen van den regelmatigen 3- en 
5-hoek. 
We hebben nu op te lossen de vergelijkingen : 
Ain = On VA — 0,°) 
Ain = dán (4 — ain’) 
din == Uy 
Eliminatie van Sn en 4n geeft: 
On — 84, 204, — 150. 
We weten echter reeds, dat 4? = 3 voldoet. ‘Er blijft dus: 
an“ — ba, 5 =0 
ana V(10 + 215), 
gevende tegelijk de zijde en den diagonaal van den regel- 
matigen 5 hoek. 
Goniometrisch komt deze oplossing neer op het bepalen 
van 2sina uit de vergelijking: 
sin « — + sin 4a 
+ 1 =8ecost «a —4 Cosa. 
cosa stelt hierin het apothema voor, behoorende bij de 
zijde 2 sin «. 
Aan deze vergelijking voldoen reeds cosa=— 4 en 
Zar z 
cosa ==}, resp. voor hoeken zg en zg, NZ 
De vergelijking 
sin a — + sin 4a 
geldt voor den 3- en den 5-hoek. We kunnen echter wel 
een vergelijking kiezen, die slechts voor den 5-hoek geldt: 
sin Za == 34 
geldt voor 3x + 2a = ka, 
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k 
dus voor En en a =kz. 
Het aantal zijden van de overeenkomstige regelmatige 


veelhoeken is De en ae dat geeft dus de 1-hoek (welks 


zijde —0) en de 5-hoek met diagonalen. 
Oplossing : 
2 cos a = + (4 cos? a —1) 
2V(1 —sin* a) =d (3 —4sin? «) 
(2sina)* —D(2sina)? +5—=0 enz, 

Deze oplossing met elementaire middelen voert tot 
dezelfde vergelijking als de oplossing met behulp van 
meetkundige voorstelling van complexe getallen door mid- 
del van vergelijking 

xs —1=0. 


xn + = stelt hier dan het dubbele apothema voor = 2 cos «. 


Bovenstaande oplossing is natuurlijk ook meetkundig 
mogelijk met gebruik van de eigenschap, dat de diagonaal 
van den regelmatigen 5-hoek zoowel 2 als 3 bogen omspant. 

Eerst moet natuurlijk een formule afgeleid worden, die 
a, in az, uitdrukt, een aequivalent dus van de formule: 

sin 3x —= sina (3 —4sin° «). 

De meetkundige afleiding is als volgt: 

Zij CD =az,=AB=BC, dus AD=a, 

De lezer neme DC =CB=BA iets kleiner dan den 
straal, trekke AD, AM, DM, de middellijn CME, EA en ED. 

Volgens Ptolomaeus: 

AC.ED + AE. CD = AD. EC, 
Uijn B V(4—a? 3) + A3 (4 — A 14m) = Za, ’ 
gevende: a, = An B — Azn)”, 
zooals men ziet een zeer eenvoudige formule zonder wortels. 
We moeten nu uitdrukken, dat 
aa: 


wl S 


5 
dus: a, V(4— 47°) =a, (8 — an°) 
4— Oe —= (3 Ti An) 


an* — baj J-b=0 enz. 
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In het algemeen is het steeds mogelijk volgens deze 
methode de zijden en diagonalen van een (2n + 1)-hoek te 
verkrijgen als wortels van een ne machtsvergelijking. Zoo 
b.v. geeft de regelmatige 7-hoek aanleiding tot een derde- 
machtsvergelijking. 

Is 2n +1 geen priemgetal, dan kan steeds de graad ver- 
laagd worden, daar sommige diagonalen ook zijden of 
diagonalen zijn van een veelhoek met lager aantal zijden. 
Zoo bevat de vergelijking, die de zijden en de diagonalen 
van den 35-hoek bepaalt, ook de zijden en de diagonalen 
van den 5- en 7-hoek, Deze kunnen uit de vergelijking 
verwijderd worden. Er blijft dus een vergelijking vau 
den 12en graad. 

De regelmatige 17-hoek geeft aanleiding tot een verge- 
lijking van den 8en graad. Langs elementairen weg is deze 
echter niet op te lossen en men moet zijn toevlucht nemen 
nemen tot de methode van Gauss. 

De hiervoor besproken methode geldt slechts voor regel- 
matige veelhoeken met een oneven aantal zijden. De regel- 
matige (2n + 1)-hoek gaf aanleiding tot de vergelijking: 

sin na — sin (n + 1) a. 

Natuurlijk kan de verdubbelingsformule dienen om de 
zijden en diagonalen van den regelmatigen 2n-hoek te 
berekenen. 

Het kan ook anders. 

Van een n-hoek met even aantal zijden geldt: 

rn mak, 2n PE: 


m n— 2m 
d (Nn —2m)a DE z 
of sin? ma + sin? ee —=1, waarbij « = er 
8 (n —2m)a 
of SUWI COS 


2 
We kunnen dit doen dienen tot berekening van de zijde 

van den regelmatigen 10-hoek. Onderzoeken we, voor welke 
waarde van „ geldt: 

at + dan’ = ENE oa Aen CI) 
overeenkomende met 

sin? « + sin? 4a =1 
of Sin =teosda sl St, re (4) 
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Zoowel (3) als (4) geven: 
8a + Za =(2kJ-1) 2 
Ne 
a 21 kk HI 
De vergelijking ter bepaling van a, wordt: 
an Han’ (2 —a,°) (4 —a,°) =4 
(4 — a°) (an* — 4a,* — 4a,* —1)=0, 


2 ae 
gevende a,*=4 voor n=? 


n= 


aj’ =1l voor n=6 
en“ a,*=idttlbD voorn resp. Went: 


Men kan beter uitgaan van de vergelijking 
a,” + a n= 4 
2 8. 


sin? 2a + sin? 3a —= 1, 


of 


geldende voor: 

6a + da —= (Qh HI) or 

(hel) ar, igg 2 
Te ER ‚ dus hen Def en FT 

De vergelijking wordt: 

an? (4 — a) + 4,° (3 — a’) =4 

(a,,* —3a* +1) (a, — 4d) =0 enz. 

Ten slotte een meetkundige afleiding voor de formule: 

an =V(R-+ Ha) tE V(R—44,) R, 
eenigszins anders dan de Heer J. N. Visschers in de derde 
aflevering van Jaargang 1916 geeft, echter ook één, die 
de beide wortelvormen als twee lijnen doet kennen, en die 
systematisch die gegeven algebraïsche vormen in de figuur 
doet ontstaan. 

Zij ,EMH=« de middelpuntshoek van den 2n-hoek. 
Trek de middellijn AC | MH (A en E aan dezelfde zijde 
van MH) en EB |! AM. Nu is: 

AB=R—ja, 
BC =RHja, 
AE =VI2R(R — Sa)! 
EC = VI2R(R +44) 


_(HI)r 
kre e 
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De 2 moet verdwijnen achter ’t wortelteeken. Beschrijf 
op AE en EC als hypotenusa dus twee rechthoekig gelijk- 
beenige AA AIE en ELC, zoodanig, dat IE en EL in 
elkanders verlengde vallen, dan is: 

AI =IE =VIR(R— 44) 
EL = LCS VIR (R +44) 

Trekt men AG | CL, dan is: 

AG =IL=VIR(R + da) + VOR(R — Sa) 

BL —Al=CH=VIR(R Hia) - VIR(R—- Ha): 
Gemakkelijk valt echter in te zien, dat 
RGM Cl dna ds 


Kruisende lijnen. 


1. Snijdende lijnen hebben een snijpunt; evenwijdige 
lijnen hebben een punt gemeen in het oneindige; men kan 
de vraag stellen of er bij kruisende lijnen een punt, of 
punten, kunnen worden aangewezen, die overgaan in het 
snijpunt als men den afstand der kruisende lijnen nul doet 
worden, en naar het oneindige gaan als men den hoek der 
kruisende lijnen tot nul doet naderen. 

2. Daartoe kan men de kruisende lijnen projecteeren 
op het vlak, dat hun afstand loodrecht middendoor deelt, 
en op de bissectrices van de gevormde hoeken punten 
nemen, die van het snijpunt der projectie een afstand 


a 
hebben p sin « 


kruisende lijnen voorstelt, en p een constant getal is, 
„ Men kan p=1 nemen. Want als a nul wordt, komen de 
vier punten samen in het snijpunt, en als «=O wordt gaan 
ze naar het oneindige. Er is hier het bezwaar, dat er dan 
punten zouden zijn in het oneindige niet alleen in de rich= 
ting der evenwijdige lijnen, maar ook loodrecht er op. Dit 
bezwaar kan worden ondervangen door van de 4 punten 
slechts die te nemen, welke liggen op de bissectriges van 
de scherpe hoeken der projecties. 


‚ als a den afstand en « den hoek der 
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Bijv. kan men den eisch stellen, dat er positief 


moet zijn. Vanzelf vindt men dan bij scheeve kruising 
de twee punten binnen de scherpe hoeken der projecties. 
Bij loodrechte kruising weet men ‘dan echter niet welk 
paar men moet nemen; het bezwaar blijft bestaan. 

8. Laat men bij constante a hoek a veranderen van 
nul tot 180°, dan naderen de punten, die binnen den scher- 
pen hoek genomen zijn, tot op een afstand a van het snij- 
punt der projecties; dan zijn er een oogenblik vier punten 
(a —= 90°), en daarna weder twee binnen de dan gevormde 
scherpe hoeken. 

4, De „bijzondere punten” liggen, bij constante a en 
veranderlijke a, op een hyperboolvormige kromme met 
vier takken. Neemt men slechts de punten binnen de 
scherpe hoeken, dan verdwijnt van elken tak de helft. 

5. De vraag kan gesteld worden of twee of meer 
paren kruisende lijnen eenzelfde paar „bijzondere” punten 
kunnen bezitten. 

Dit kan alleen als de middens der afstanden samen- 
vallen, en als de snijlijn der „middenvlakken” bissectrice 
is van elk der paren projecties. 

6. Wanneer de afstanden bovendien in eenzelfde lijn 
vallen, dan liggen die paren kruisende lijnen op het regel- 
oppervlak: 


y=xtg ta, z=Csina 
of yz=r0 |C —V(C?—z?)|, 
wanneer men de bijzondere punten op de X-as neemt. 
Rotterdam. F. J. VAES. 


Verklaring en uitvoering, 


Uitvoering: Hoe wordt een bewerking verricht, bijv. 
worteltrekking, oplossing van vierkantsvergelijkingen, loga- 
rithmen zoeken, samenstellen van krachten ? 

Verklaring : Waarom wordt de bewerking op de aange- 
geven wijze verricht ? 

De leeraar begint met de verklaring, en komt daardoor 
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tot de uitvoering. De leerling vergeet in een minimum 
van tijd de verklaring, en blijft hangen aan de uitvoering. 
Het gevolg is, dat bij een vraagstuk, dat iets af wijkt van 
den gewonen gang, de leerling stuit. 

Men kan de verklaring uit het hoofd laten leeren, uit- 
schrijven, opzeggen — dat geeft niets, als de leerling de 
noodzakelijkheid er niet van inziet. Een geheele klasse 
kan prachtig de definitie van logarithme opzeggen, zonder 
een flauw besef van wat er mede bedoeld wordt, en ge- 
daan kan worden. 

Opzoeken van logarithmen wordt gemakkelijk geleerd, 
maar bij het oplossen van vraagstukken worden de grofste 
fouten tegen de theorie begaan. 

Met niet-wetenschappelijke volwassenen gaat het niet 
anders; de meesten zijn tevreden met te weten hoe ze 
iets moeten doen; weinigen willen ook de reden weten 
waarom, en worden gewoonlijk daarin niet gesteund door 
hun omgeving. F.J. VAES. 


Het 97ste ()) bewijs voor de stelling van Pythagoras 


DOOR 
J. A. BLOK (Deventer). 


Mijn doel was een bewijs te vinden, waarbij de vierkan- 
ten op de rechthoekszijden op gelijkvormige wijze, een- 
voudig en overzichtelijk, verdeeld werden, zóó dat de 
onderdeelen weer konden worden samengeschikt tot een 
vierkant op de hypotenusa. 

De gevonden verdeeling is niet alleen zeer regelmatig, 
maar heeft ook nog de merkwaardigheid, dat alle deelen 
der beide kleine vierkanten slechts een translatie behoe- 
ven te ondergaan om op hun plaats in het groote vierkant 
te komen. In het geheel kan men volstaan met 6 deelen 
van het groote vierkant. In de figuur staan alle deellijnen 
loodrecht op of loopen evenwijdig met de zijden van den 
oorspronkelijken driehoek. Daardoor wordt de figuur een- 
voudig en vanzelfsprekend. Het is daarom jammer dat ik 
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mij hier wegens de duurte der cliché's bepalen moet tot 
een omschrijving van de figuur. 

Neem A ABC rechthoekig in A. 

Beschrijf op de rechthoekszijden de vierkanten ACFG 
en BAED en op de hypotenusa het vierkant CBHI. 

Halveer hoek BAC. De bissectrix snijdt de hypotenusa 
in K. Laat op AB de loodlijn Kd neer, op AC de loodlijn 
Kf. Dan is AfKd een vierkant. 

Neem op AE een punt c, zoodat Ac=Bd, op ED een 
punt b, zoodat Eb = Bd, op DB een punt a, zoodat Da = Bd. 

Teeken het vierkant abcd. 

Vierkant BAED is nu verdeeld in een vierkant abcd en 
4 22 driehoeken, die ook == zijn met A BdK. 

Neem op CF een punt g, zoodat gF =fC, op FG een 
punt A, zoodat hG =fC, op GA een punt e, zoodat eÂ = fC. 

Teeken het vierkant ef gh. 

Vierkant ACFG is nu verdeeld in een vierkant efgh en 
4 22 driehoeken, die ook == zijn met A KfC en daarbij —— 
zijn met de driehoeken, die bij vierkant BAED behooren. 

Met deze 2 vierkanten en 8 driehoeken vult men het 
vierkant BCIH. 

Trek daartoe KL | BC. L is het snijpunt met IH. 
Neem op BH een punt M, zoodat BM = BK. Trek MN | BH. 
N is het snijpunt met BĲ, KL en MN snijden elkaar in O. 
Nu is vierkant BMOK == vierkant abcd en vierkant OLIN 
2x vierkant ef gh. 

Trek HO. Laat uit M en L daarop de loodlijnen MP en 
LQ, neer, dan zijn de driehoeken MPH en OQL ZZ A fgC 
en de driehoeken MPO en HQL 2 A aBd, 

Trek KN. Laat uit O en C daarop de loodlijnen OR en 
CS neer, dan zijn de driehoeken KSC en ORN == A fgC 
en de driehoeken KOR en SNC == A aBd. 

Daar bij het verplaatsen van sommige onderdeelen der 
kleine vierkanten het verband behouden blijft, kan men 
het groote vierkant ook opgebouwd denken uit 2 «> vijf- 
hoeken BMPRK (>= baBAe) en QLINR (> AfghG) en 2 — 
paren 2 driehoeken. 
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Het Theorema van Pascal 


DOOR 
Tu. J. F. MATTAAR en F. W.J. MATTAAR (Rotterdam). 


IL. Het Theorema van Pascal is een bijzonder geval van 
de volgende stelling : 

Beschrijft men in een kegelsnede een 2n-hoek, dan lig- 
gen de »(n —?2) snijpunten van de le zijde met de 4e, Ge, 
……… 2n —2e zijde, de 2e met de 5e, 7e enz. op een kromme 
van den »— 2en graad. 

IL. Het Theorema van Brianchon kan als volgt uitge- 
breid worden: 

Beschrijft men om een kegelsnede een 8-hoek, dan raken 
de 8 verbindingslijnen van het le hoekpunt met het 4e en 
6e, het 2e met het 5e en 7e, enz. aan een kegelsnede. 
Een algemeene uitbreiding van de stelling is onmogelijk. *) 


Be wijs. 
L;, L,,..-. Log zijn de zijden van den 2n-hoek, be- 
schreven in de kegelsnede K = 0. 
Ed we sop Ls Ls. Lo kt (I) 


stelt een bundel krommen van den nen graad voor, waarop 
de hoekpunten van den 2n-hoek en de bewuste »(n — 2) 
punten liggen. Kan men nu aantoonen, dat voor een 
bepaalde waarde van p,Ite ontbinden isin K X een kromme 
van den n— 2en graad, dan is de stelling bewezen, want 
geen van de n(n—2) snijpunten kan op K liggen ; anders 
zou een rechte met een kegelsnede meer dan 2 punten 
gemeen hebben. (Dit bewijs is alleen geldig voor een 
niet-ontaarde kegelsnede.) 
7} 

1 + ecosp 
en de 2n hoekpunten van den 2n-hoek zijn 0, |, , #2 | @3 
enz. L, is dan: 


De vergelijking van K in poolcoördinaten is , = 


en 


1) Stellingen, behoorende bij het proefschrift van Th. J, F, 
Mattaar, ter verkrijging van den graad van Doctor in de Schei- 
kunde (Leiden, 7 Juli 1921). 


Wiskundig Tijdschrift, 17e Jaargang. 1ä 
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5 sin p COS p 
1 5 
Sr sinp, COS Pp, 
Pi 
1 î ' 
Pz 
Noem een willekeurig punt van K: ol, en voer de 


conditie in, dat plv, e,lP:, eslps op K liggen, nl. 


1 + e cos p 
te ETE enz., dan gaat L, over in: 


Pw ke 
dek n COS P‚, sinpp COS Pp 1 sino, COSPy 
se sinp, COSP‚ En 1 sinp, COSPp, 
See sinp, COS pz 1 sinp, COSPs 
Le 


= [Sin (Pp, — pa) + sin (py — P‚) + Sin (po — Pio) 
ess 
=S (ew —P) sin 7 (Pp — Po) Sin $ (Pp, — Pz): 
Zoo wordt 


As 5 É 
Lg ==, Sin } (Pip — 3) Sin } (Pip — Po) Sin $ (po — P‚), Enz. 
Substitueert men deze waarden in het quotiënt 


L, Ls Ls... Lan 1 

Lat plakt SA 
dan wordt dit: 
sin (Pp, — P‚)sin b(ps —P4) «« « « Sin F (Poy—1 — Pan) 
sin} (ps — Po) sin Fo, — Ps). SinFlPan—e) 


en is dus constant voor ieder punt van K. 

Gaat men nu van poolcoördinaten op parallelcoördi- 
haten over, dan wordt c een andere constante c‚. Geeft 
men aan p de waarde c,‚, dan ligt ieder punt van K op 1, 
en is IT dus te ontbinden in K xX een kromme van den 
graad n — 2. kde? 

Een van de vele bijzondere gevallen van de stelling is: 

Beschrijft men in een kegelsnede een n-hoek, en trekt 
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men de raaklijnen in de hoekpunten, dan liggen de n(n—?) 
snijpunten van iedere raaklijn met n—2 zijden op een 
kromme van den „—?2en graad. Is de kegelsnede een 
cirkel, en de veelhoek regelmatig, dan gaat, voor n even, 
de kromme over in 4 (n — 2) concentrische cirkels, en, voor 
n oneven, in 4(n — 3) concentrische Gies en een rechte 
in het oneindige. 

De uitbreiding van het Theorema van Pascal gaat ook 
door voor een ontaarde kegelsnede. !) 


IL. De bedoelde acht verbindingslijnen zijn de poollijnen 
van de acht punten uit de vorige stelling (voor n—=4). 
Noem die punten a,b,, a,b enz. Is de kegelsnede de ellips 
(hyperbool) pe? + qy? +e=0, dan is voor het punt a,b, de 
poollijn pra, +qyb,‚ ec =0.(«) Voor de parabool y? — 2pa=0 
wordt zij vb, — xp —a,p=0. (B) 

Raakt een rechte ma ny r=0 aan de kegelsnede 
Ax? + 2Bay + Cy* + 2D + 2Ey + F=0 (ID), dan bestaat de 
betrekking Pm?4+2Qmn + Rn? +4 2Smr- 2Tnr + Ur? =0 (de 
tangentiaalvergelijking van I. 

Raken nu « of @ aan I, dan heeft men: 

Pp'a,? + 2Qpga,b; + Rq°b,* + 25pa,c + 2Tgb,e + Ue? =0, 
voor de ellips en de hyperbool, 
en 


Pp? —2Qpb, + Rb, + 25p'a, — 2Tpa,b, + Up'a,? =0, 

voor de parabool. 

Voor de zeven overige poollijnen dito. 

Willen 6 van deze poollijnen aan I raken, dan moet, voor 
de ellips en de hyperbool, de determinant 
p'a,? pqga,b, q°b,? pac qhje Cc? 

Peen ndasden Habafe Dare gOse) CSO Ozn: of 


| p'ac® pqasbe q°be? pase be c? 
as a,b, Ots a, b, 1 | 
as* a,b, b,* dz bz 1 =— (. 


1) Het bewijs is wegens gebrek aan plaatsruimte weggelaten. 
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Deze determinant is O0, want de 6 punten a,, b, enz. 
liggen, volgens de uitbreiding van het Theorema van 
Pascal, op een kegelsnede. De 8 verbindingslijnen raken 
dus aan een kegelsnede. 

Voor de parabool blijft het bewijs ongeveer hetzelfde. 

Voor een ontaarde kegelsnede heeft een omgeschreven 
veelhoek geen beteekenis. 


De voorwaarde, dat een lijn maed-nyJr = 0 raakt aan een 
kromme van den nulden graad, dus door een punt a, b 
gaat, is amd bn r=0; derhalve van den len graad. 
Met behulp van een determinant kan op dezelfde manier 
als hierboven het Theorema van Brianchon bewezen worden. 
De 3 verbindingsliĳjnen raken aan één kromme van den 
nulden graad, gaan dus door één punt, omdat de 3 snij- 
punten van de overstaande zijden van den ingeschreven 
zeshoek op een rechte liggen. 


Daar voor n ) 2 de tangentiaal-vergelijking van een 
willekeurige kromme van den „en graad niet een volledige 
functie van den nen graad is, raken bij een omgeschreven 
2n-hoek de n(n —2) verbindingslijnen niet aan een kromme 
van den n—?2en graad. Het Theorema van Brianchon 
is dus niet algemeen te maken. 


De Stelling van Ptolemeus. 


Gegeven: Vierhoek ABCD is een koordenvierhoek; 
AB =a, BC=b, OD =c, DA==d, AC==e, DB =ifi 

Te bewijzen: ac + bd —= ef. 

Bewijs: Zet bij C CE—=a en CF =d uit, dan is DF =e. 

Trek BF en DE, hs uit Dl BF, A, uit CT DE, en A; 
Ure AK 

Nu is in A CDE: == R of ac=2Rh, 

in ABOF: BER of bd=2Rh 


Fe A BDE: gj =R EED 
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Dus nog te bewijzen: h, 4 h,==h;. Dit blijkt onmidde- 
lijk uit de figuur; nl. BF // DE. 

Derhalve: ac + bd =ef. 
Rotterdam. J. A. WERTENBROEK. 


Nieuwe hulpmiddelen voor onderwijs. 


Een nieuwe rekenliniaal. 


In W. T. Jaarg. XI, bladz. 117, werd de rekenliniaal 
„System Cuntz” besproken, die door de firma Schacht und 
Westerich te Hamburg in den handel werd gebracht. 

Deze liniaal heeft onlangs een nieuwen vorm gekregen. 
Zij is langer geworden, nl. 24 c,M. (vroeger 16.5 c.M.) en 
iets breeder, nl. 5.7 c.M., en voorzien van meer schalen. 


L hi 
t mk vane ei hk Lc 
U, sahanbaalat 
ist es EE 
K 


HAMBURG 


NEUER RECHENSCHIEBER 


| 


aut! 
nEn® Ltr Brrr? 
TEE A Ertrthtn EE Lg 


chrtetshrtatetrtrtitbdr trente 
ATEA EEVERELOO BALDO OO (ROLRRARBODEBEILU Ti 
Ta Busy, 6 Zi 


Zooals uit de figuur blijkt, is er een smalle schuif met twee 
schalen, waaronder en waarboven een aantal schaalver- 
deelingen zijn aangebracht, met behulp waarvan men 
verschillende hewerkingen kan verrichten. 

Door het stellen van den looper kan men bij een getal 


1 n 
n aflezen : log n, ont Vn, Bn, n?, n3, orn, Jan?, 9.8n en 98 


Bij het worteltrekken moet men, bij een gewone reken- 
liniaal, eerst nagaan, waar men den looper moet stellen 
om de juiste uitkomst te verkrijgen; die plaats is verschil- 
lend voor &7, B 70, B700. Op de liniaal Cuntz behoeft 
men daarnaar niet te zoeken; men stelt in, en leest af op 
de daarvoor aangewezen schaal voor Einer, Zehner, Tau- 
sender, enz. 
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Voor sina en tga zijn de schalen t en s (beide met den 
factor 0.1). Voor kleine waarden van a, voor welke sin. 
en tg. even groot kunnen genomen worden, is er een 
schaal 0.01 st. 

Doordien op de schuif twee gelijke schalen zijn aauge- 
bracht, die in tegengestelden zin verloopen, kan men in 
eens het product van drie getallen bepalen, of de uitkomst 
van de deeling van een getal door twee andere. 

In de handleiding worden ruim 200 voorbeelden gegeven. 

Doordien die schalen verlengd zijn met de halve lengte, 
kan men de schuif altijd zóó stellen, dat latere verplaatsing 
onnoodig is. 

De liniaal is van mahoniehout belegd met celluloïd. Aan de 
onderzijde is een millimeterverdeeling, en een verdeeling 
in engelsche maat; daar tusschen is een groote ruimte, 
waarop met potlood kan worden geschreven. 

De prijs in étui en met handleiding is 452 Mark. 


XXVI. Wiskunde- Onderwijs. 


Op verzoek van het curatorium van het Nutsseminarium 
voor Paedagogiek te Amsterdam heeft het bestuur van het 
18e Nederl. Natuur- en Geneeskundig Congres (Mei — April 
1921 te Utrecht), na raadpleging van verschillende leeraren- 
vereenigingen en wetenschappelijke vereenigingen een 
commissie samengesteld, welker taak het zal zijn te over- 
wegen, welke veranderingen dienen te worden aangebracht 
in bestaande leerwijzen op het gebied der wis- en natuur- 
kundige wetenschappen, voor zoover dit betreft het onder- 
wijs ter voorbereiding van hooger onderwijs. De com- 
missie besloot, op het congres aan de orde te stellen de 
vraag: 

Zal men onderwijs in de beginselen der infinitesimaal- 
rekening op de middelbare scholen invoeren ? 


De heer D. Coelingh leidde namens de commissie onder- 
staande stellingen in. 
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Stellingen. 


IL. Invoering van het onderwijs in de grafische voorstel- 
lingen en in de beginselen der differentiaal- en inte- 
graalrekening is 

le. bevorderlijk aan het doel van het wiskunde- 
onder wijs ; 

gewenscht uit een oogpunt van methode; 

noodig voor de toepassing in velerlei richting. 


ik 


II. 


2e. 
3e. 


13 


28, 


80, 


Het doel — bevordering van het wiskundig 
denken — is langzamerhand wat op den achter- 
grond, de wiskundige techniek te veel op den 
voorgrond gekomen. Wordt veel wiskundige 
techniek overboord geworpen en daarvoor „hoo- 
gere wiskunde” ingevoerd, mits beperkt tot de 
gronden en dus niet uitgebreid tot de techniek 
van dezen tak van wiskunde, dan zal ongetwij- 
feld het wiskundig denken bevorderd worden. 
De behandeling van de beginselen der infinitesi- 
maalrekening geeft gelegenheid verschillende 
onderwerpen, die vroeger ter sprake zijn geko- 
men, uit één gezichtspunt te bezien; tusschen 
verschillende zaken wordt dus een zeer ge- 
wenscht verband gebracht, hetgeen uit een 
methodisch oogpunt toe te juichen is. 

De medicus, de bioloog, de psycholoog, de eco- 
noom en zooveel anderen hebben voor hun 
onderzoek de grondbegrippen der infinitesimaal- 
rekening noodig. Het is voor hen van groot be- 
lang zich bij hun voorbereidend onderwijs hier- 
mede vertrouwd te maken. 


Die invoering kan zonder bezwaar geschieden, wan- 
neer men zich slechts beperkt tot de grondbeginselen 
en de andere wiskundige leerstof toelaatbaar besnoeit. 


De beginselen der differentiaal- en integraalrekening 
mogen geen examenstof zijn bij het schriftelijk eind- 
examen. 


Een zeer belangrijke discussie volgde. Voor een volledig 
(bijna. woordelijk) verslag kan in deze aflevering geen plaats 
gevonden worden. Men zie het verslag der secretaris der 
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commissie in het Weekblad voor Gymnasiaal en Middel- 
baar Onderwijs van April 1921, en de (later verschijnende) 
Handelingen van het Congres. 

Er waren slechts weinig tegenstanders; de voorstanders 
van de invoering kunnen met bevrediging terugzien op 
deze bijeenkomst. 

Zie W.T. Jg.-16, blz. 171, F.J. VAES. - 


bladvulling 


Aan de betrekkingen, die bestaan tusschen den in=en de 
aangeschreven cirkels van een driehoek, kunnen de volgende 
worden toegevoegd. 

Zijn ze misschien reeds ergens vermeld ? 


SCS dj 


he 
of Den of e= en B ken 
Dus: ried : (2) 
De bekende formule zet wordt daardoor : 
bet zd aad 


welke laatste eveneens bekend is. 
De afgeleide van (1) kan ook als volgt geschieden : 
0 sr 


p= = en ek 
CE SC SC’ LOT c’ 


zoodat 
sr her beter 


Th an em 


| 
Of als M en N de middelpunten van in- en aangeschre- 
ven cirkel zijn: 
(Po ST) ENN SPEREN 
koi MN geteld 
bolts ON ihn 


| 
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Uit (1) volgt: als p,—=h,, dan is r=th, bijv. bij een 
geliĳjkzijdigen driehoek. 
° À me 
Als h=mr, dan is AST: 
2n 


Als p==nr, dan is hj" F.J. VAES. 


Boekbespreking. 


Dr. H. K. pe VRIES. Leerboek der differentiaal- en inte 
graalrekening en van de theorie der differentiaalvergeliĳjkingen. 
Tweede deel» Integraalrekening. 

Groningen. P. Noordhoff. 1921. 

De waardeerende woorden betreffende het eerste deel 
van dit fraaie werk kunnen herhaald worden. Het is up 
to date, behoudens eenige onderzoekingen van den laatsten 
tijd, die den schrijver nog te weinig bezonken toeschijnen 
en te weinig een afgerond geheel vormen. 

Men vindt behandeld: de bepaalde integralen ; aanvulling 
van de leer der dubbele en meervoudige integralen, lijn- 
en oppervlak-integralen ; de bêta- en gammafunctie ; onein- 
dige reeksen, niet differentieerbare tuncties, de reeks van 
Fourier; elliptische integralen en functies; functies van 
één complexe veranderlijke; integralen en reeksen van 
functies van één complexe veranderlijke ; meerwaardige 
functies en Riemann’sche oppervlakken ; dubbel-periodieke 
functies. 

Voor hen, die voor een acte studeeren, is het boek wat 
te uitgebreid. 


ARTHUR L. Bowrey. Elements of Statistics. Fourth Edi- 
tion 1920 Twee deelen, afzonderlijk verkrijgbaar, of in 
één deel gebonden. 

London, P. S. King & Son 

Van dit belangrijke werk, dat een overzicht geeft van 
het geheele gebied van de statistiek, is vooral het tweede 
gedeelte, dat de wiskundige behandeling bevat, zeer uit- 
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gebreid geworden. Dit gedeelte is afzonderlijk verkrijgbaar 
gesteld, zoodat zij, wien het meer om de practische toe- 
passing te doen is dan om de theorie, slechts het eerste 
deel behoeven aan te schaffen. 

In dit eerste deel stelt de schrijver de kennis van sta- 
tistiek gelijk met kennis van algebra of van vreemde 
talen — in dier voege, dat op een oogenblik bekendheid 
er mede van nut kan zijn —; hij noemt eenige definities 
van statistiek en geeft het nut aan dat zij voor verschillende 
wetenschappen kan hebben. Na een mededeeling betref- 
fende het verkrijgen van statistische gegevens omtrent een 
of ander onderwerp (waarbij de schrijver aan het gezond 
een groote rol toekent) in verband waarmede hij twee 
uitgebreide engelsche officiëele statistieken critiseert voor 
wat betreft de vragenlijsten, en nog een tweetal niet- 
officiëele noemt, wordt het in tabelvorm brengen van de 
verkregen gegevens besproken aan de hand van eenige 
bestaande statistieken. 

Daarop volgt het belangrijke onderwerp: gemiddelden ; 
daarbij komen ter sprake: het rekenkundig gemiddelde ; 
het toekennen van verschillend gewicht aan verschillende 
gegevens; statistische coëfficiënten, de plaats van de „dichte 
waarde” (het engelsch gebruikt hiervoor het woord „mode”’, 
dat uit het fransch is overgenomen en niets zegt); de 
„mediaan” ; het meetkundig gemiddelde. 

Vanzelf sluit daarbij aan: de afwijking van het gemid- 
delde; deze kan op verschillende wijze worden aange- 
geven — het beste overricht wordt verkregen door een 
graphische voorstelling ; hiervan worden de voordeelen in 
het licht gesteld. 

Een belangrijke toepassing wordt gegeven van de methode 
van afronding; van het opsporen van oorzakelijk verband 
met behulp van graphische voorstellingen, en van gevolg- 
trekkingen, welke gemaakt kunnen worden omtrent ver- 
schijnselen, die periodieke veranderingen vertoonen. De 
schrijver geeft ook voorbeelden van afbeeldingen op loga- 
rithmisch verdeeld papier. Daarna spreekt hij over de 
bereikbare nauwkeurigheid, geeft in verband daarmede de 
definitie van „fout”, en wijst aan hoe met betrekkelijke 
fouten moet worden gerekend. 
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Aan voorbeelden toont hij het verschil tusschen fouten 
in bepaalde richting en onbepaalde fouten. 

Omtrent index-nummers worden verschillende beschou- 
wingen gegeven. 

Een eenigszins wiskundige tint heeft het hoofdstuk over 
interpolatie, waarmede het eerste gedeelte besluit. 

Het tweede gedeelte moet beschouwd worden als een 
algemeene inleiding tot de wiskundige behandeling van 
statistiek, onafhankelijk van het onderwerp, waarvoor een 
statistiek wordt samengesteld. De voorbeelden zijn echter 
ontleend aan de sociologie en de economie. De schrijver 
stelt zich op een bepaald standpunt betreffende het bepalen 
van de waarschijnlijke fout; daaromtrent verwacht hij 
zelf tegenspraak van andere statistici. 

Het eerste hoofdstuk van het tweede gedeelte bespreekt 
de frequentie-kromme, en het rekenen met momenten ; het 
volgende de algebraïsche waarschijnlijkheid en de normale 
foutenkromme; verschillende voorbeelden worden behan- 
deld, waarbij de waarschijnlijkheidsrekening toepassing 
vindt. Een viertal benaderingen van den frequentie-kromme 
worden vermeld, welke voor practische toepassing met 
voldoende nauwkeurigheid de theoretische kromme kunnen 
vervangen. 

Een afzonderlijk hoofdstuk is gewijd aan het onderzoek 
omtrent het al of niet bestaan van betrekkingen tusschen 
twee reeksen gegevens; daarvan worden een aantal voor- 
beelden gegeven. Eveneens wordt de juistheid in het 
bepalen van gemiddelden, van momenten, en van onderling 
verband besproken. 

In een aanhangsel worden eenige wiskundige formules 
behandeld. Op een uitslaande plaat is de foutenkromme 
op drie verschillende schalen geteekend. 


CORREA MOYLAN WALSH. The problem of estimation. 
A seventeenth-century controversy and its bearing on modern 
statistical questions, especially indea-numbers. 

London, P. S. King and Son, 1921. 

Dit eigenaardig boek behoort te worden gelezen door 
ieder, die in eenig opzicht te maken heeft met statistieken 
of index-nummers. Het begint met een uitvoerig verhaal 
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omtrent den strijd tusschen een paar Italianen: — een, 
verder onbekenden, Nozzolini, den wiskundige Castelli, en 
den bekenden Galileï. In 1627 werd het vraagstuk gesteld: 
Als iemand een paard, dat 100 lire waard is, schat op 1000 
lire, en een ander schat het op 10 lire, welke schatting is 
dan het meest afwijkend, of zijn ze beide in gelijke mate 
onjuist ? 

De disputeerenden stelden zich op verschillend stand- 
punt, en kwamen niet tot overeenstemming. 

De schrijver — Walsh — beschouwt het dispuut als een 
model van logisch redeneeren van de zijde van Galileï, en 
tegelijkertijd als een waarschuwing tegen de redeneeringen 
van Nozzolini. Hij geeft het verhaal, omdatnog in dezen tijd 
door velen, die statistieken moeten bewerken, de onjuiste 
opvattingen van N. worden toegepast. 

In hoofdzaak is de vraag, die gesteld moet worden, deze: 
Moet men in een gegeven geval het rekenkundig, het meet- 
kundig, of het harmonisch gemiddelde nemen van een 
aantal gegevens, welke men door een enkel gegeven wil 
vervangen ? 

De schrijver bespreekt eenige voorbeelden om te doen 
uitkomen, dat de keuze afhankelijk is van den aard van 
het vraagstuk, en in sommige gevallen zich als vanzelf- 
sprekend voordoet. In vele gevallen kan men echter niet 
dadelijk beslissen ; men moet dan het behandelde vraagstuk 
vergelijken met een overeenkomstig, waarbij de keuze wel 
duidelijk is. 

De schrijver legt nadruk op het verschil tusschen fouten, 
die gemaakt worden bij schattingen, bijv. van de lengte 
van lijnen — op het oog —, en fouten bij waarnemingen, 
die met behulp van instrumenten geschieden, bijv. in de 
sterrekunde. 

Bij deze laatste moet steeds het rekenkundig gemiddelde 
worden genomen; bij schattingen is het meetkundig gemid- 
delde beter. De kromme lijn, door Gauss bestudeerd, heeft 
alleen waarde voor fouten, die bij waarnemingen zijn 
ontstaan, maar heeft niets te maken met foutieve schat- 
tingen. In verband daarmede bespreekt de schrijver ook 
de methode der kleinste kwadraten, en zegt daarover zijn 
meening. 
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In het bijzonder behandelt hij het in rekening brengen 
van afwijkingen in statistische opgaven, bijv. van prijzen 
van levensmiddelen; hij stelt voor om het woord „axiome- 
trie” te gebruiken om het meten van waarden — in het 
bijzonder van geld — aan te duiden. Hij wijst er op, dat 
meestal gesproken wordt over gemiddelde prijzen, maar 
dat prijzen feitelijk verhoudingen voorstellen van de waar- 
den van bijv. levensmiddelen tot de waarde van de 
geld-eenheid, zoodat men levensstandaard niet als een 
absolute grootheid mag beschouwen, maar slechts in ver- 
gelijking met dien van een andere periode. 

De laatste dertig bladzijden van het boek dragen een 
sterk persoonlijk karakter, wegens het critiseeren van de 
opvattingen van een enkel persoon, en maken daarom een 
minder aangenamen indruk. 


P. WIJDENES. Lagere Algebra. Leerboek voor de acte 
Wiskunde L.O. en voor inrichtingen van onderwijs met 
uitgebreid wiskunde-programma. 

Deel 1. De algebraïsche grootheden en hare bewer- 

kingen. 1919. 

Deel II. Vergelijkingen, functies en grafieken. 1920. 

Groningen, P. Noordhoff. 

Deze boeken zijn niet voor leerlingen van H.B.S. of 
gymnasia; ze gaan daarvoor te ver. Zij geven degewone 
theorie van de algebra, maar aangevuld met wat de leeraar 
misschien wel eens ter gelegener tijd er bij vertelt, en met 
wat de leeraar niet kan vertellen omdat de leerlingen er 
nog niet geschikt voor zijn. 

Zij zijn geschreven voor hen, die, alof niet voor een acte 
studeerend, hun schoolkennis willen herhalen en uitbreiden. 

Een groot aantal opgaven zijn opgelost, die in school- 
boeken gewoonlijk als vraagstukken zijn gegeven. De 
schrijver vindt gelegenheid hier en daar bijzondere opmer- 
kingen te maken. 

Graphische voorstellingen nemen in het tweede deel 
een groote plaats in. In verband daarmede zou de vraag 
gesteld kunnen worden of $ 64 over het begrip „functie 
niet door een plaatsing verderop zou winnen. Voor iemand, 
die geen graphische voorstellingen op de school heeft 
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verwerkt — en zoo zullen er onder de oudere lezers velen 
zijn — valt die $ wel wat met de deur in het huis; wan- 
neer zij geplaatst wordt, nadat een aantal graphische 
voorstellingen zijn besproken, dan zou zij vermoedelijk 
beter begrepen worden. Deze opmerking (geen aanmer- 
king) wordt gegeven, omdat allicht een beginnend onder- 
wijzer of leeraar graphische voorstellingen op dezelfde 
wijze zou willen beginnen, en dan ongetwijfeld moeiliĳjk- 
heden zou ondervinden, die gemakkelijk kunnen worden 
ontgaan. 


BERNHARD KIRSCH. Vorlesungen über Technische Mechanik 
elastischer Körper. 

Franz Deuticke, Wien und Leipzig, 1919, 15 M. 

Deze voordrachten zijn gehouden aan de Technische 
Hoogeschool te Berlijn voor studenten in de bouwkunde. 
Zij geven in hoofdzaak theorie, en aan het eind 41 uitge- 
werkte vraagstukken van verschillenden aard: trekstang, 
kettingschalm, drukstang, dragers, die op verschillende 
wijze belast zijn, steunmuur, haken, veeren, schroef, beu- 
gel, zuil. 

De theorie bespreekt eerst de spanning, en den span- 
ningstoestand, dan voor staafvormige lichamen trek, druk, 
buiging, afschuiving, wringing, samengestelde vastheid; 
daarna de wijze waarop rechte staven moeten worden 
berekend. Eerst statisch bepaalde gevallen, daarna statisch 
onbepaalde met de vergelijkingen van Clapeyron. Bij de 
knik worden de formules van Euler afgeleid, en die van 
Schwarz-Rankine en van Tetmajer vermeld. 

Van de wringing wordt niet veel gezegd; een transmis- 
sieas en schroefvormige veeren worden genoemd. 

Van gebogen staven worden als voorbeelden gekozen 
een trekhaak en een ring. 

In het hoofdstuk over vormveranderingsarbeid worden 
de stellingen van Maxwell en van Castigliano afgeleid, en 
wordt de invloed van stooten op de spanning nagegaan, 
terwijl de berekening wordt gegeven van spiraalveeren, 
en een boogdrager. Bij dit hoofdstuk zijn eenige opmer- 
kingen gevoegd betreffende in de praktijk voorkomende 
gevallen, waarbij men moet geven en nemen, 
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Bij de plaatvormige lichamen worden de holle bol en de 
holle cilinder genoemd, de ronde plaat, die langs den rand 
ondersteund is, de elliptische plaat, en de rechthoekige plaat. 

Verder worden dikwandige buizen, kogels en massieve 
cilinders behandeld, en de drieassige spanningstoestand 
besproken. 

Aan het slot deelt de schrijver iets mede omtrent onder- 
zoekingen in zijn laboratorium. 

Een uitvoerige inhoudsopgave vergemakkelijkt het op- 
zoeken. 


H. LACAZE. Cours de Cinématique théorique. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie, 1920. 

De schrijver begint met mededeelingen over vectoren, 
waarheen hij in het verdere gedeelte van het boek kan 
verwijzen. 

Daarop volgen de gewone besprekingen over snelheid 
en versnelling in het platte vlak en in de ruimte, het 
samenstellen van snelheden, enz. Daarna de beweging 
van een lichaam voor wat de snelheid betreft, beginnend 
met de eenvoudige bewegingen, evenwijdige verplaatsing 
en draaiing om een as, om te besluiten met het meest 
algemeene geval; dan volgt de beweging in een plat vlak. 

Een volgend hoofdstuk bespreekt de samenstelling van 
versnellingen (Coriolis); daarna wordt de verplaatsing van 
een vector in een vlak behandeld, met de formule van 
Savary betreffend de kromtestralen, en de constructie van 5. 

De lezer heeft nu een overzicht van de cinematica, doch 
is nog niet op de helft van het boek. Het vervolg geeft 
aanvullingen en uitbreidingen. Vooreerst over een stelsel 
van twee kruisende vectoren met toepassing op den vector 
die een moment voorstelt, terwijl als vraagstuk behandeld 
is de stelling van het viervlak van constanten inhoud van 
twee toegevoegde vectoren (in de dynamica wordt dit dus 
de stelling van 2 elkander kruisende krachten). 

Dan een paar constructies om de raaklijn of de normaal 
in een punt van een kromme lijn te vinden (o.a. bij de 
schroeflijn); de tormules van Binet voor het geval, dat de 
versnelling steeds door een vast punt gaat; de versnelling 
in een plat vlak in poolcoördinaten ; eenige vraagstukken. 
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Daarna de verplaatsing van een lichaam (schroef bewe- 
ging); de beweging van het stelsel raaklijn, normaal en 
binormaal van een kromme lijn in de ruimte, ten opzichte 
van een vast assenstelsel, en de overeenkomstige vraag 
voor een vlakke kromme lijn ; de toegevoegde lijnen bij de 
beweging van een lichaam; het oppervlak van doorloopen 
kromme lijnen; eenige vraagstukken o.a. betreffende rolling. 

Dan nog een nadere bespreking van de versnelling, en 
eenige toepassingen omtrent de beweging van een vector 
(de beweging van het snijpunt van twee vectoren, de om- 
hullende van een teruggekaatsten straal, constructie van 
kromtemiddelpunten van kromme lijnen die beschreven 
worden door een punt van een kromme lijn, die over een 
andere rolt, epicycloïdes). 

Door zijn zeer juiste paedagogische handelwijze heeft de 
schrijver zijn boek zeer geschikt gemaakt voor zelfstudie. 


A. BumL. Géométrie et Analyse des Intégrales doubles. 

Paris, Gauthier-Villars, 1920, 

De schrijver gaat uit van de identiteit die een dubbele 
integraal terugbrengt tot een enkele, en toont aan, dat uit 
deze eenvoudige gelijkheid belangrijke gevolgtrekkingen 
kunnen worden gemaakt, doordien een aantal schijnbaar 
op zichzelf staande gevallen daardoor uit een algemeen 
oogpunt kunnen worden bezien. Hij spreekt dus over de 
formules van Riemann en van Stokes, algebraïsche opper- 
vlakken, het theorema van Abel, de formules van Ossian 
Bonnet en van Appell. In verband daarmede worden de 
werken genoemd van Humbert, Koenigs, Goursat, Picard. 

Het kleine boekje, No. 36 van de Serie Scientia, is zeer 
de lezing waard. 


Pau HENKER. Zinführung in mathematisches Denken. 

Union Deutsche Verlagsgesellschaft Zweigniederlassung, 
Berlin 1920. 

Heft 48 van de uitgave: Zur Fortbildung des Lehrers ; 
Anregungen und Winke, herausgegeben von Kreisschul- 
inspektor Alfred Pottag. 

De schrijver doorloopt, in 55 bladzijden, na een inleiding 
over de taal der wiskunde, achtereenvolgens : 
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tellen en rekenen (omvattend de algebraïsche bewerkingen, 
en logarithmen); de ruimteleer: begrip ruimte, elementen 
(bespreking hoe men daartoe komt — waarneming — ab- 
‚ stractie —, de beheersching van de vormen van onze 
omgeving, symmetrie) de wize van werken om wiskundig 
inzicht te doen ontstaan: beproeven, aanschouwelijkheid, 
Ay 
Ax 
meld; wiskunde in verband met de werkelijkheid ; voorstellen 
tot verdere ontwikkeling. 4 

Hij wil — zeer terecht — de grenzen tusschen hoogere 
en lagere wiskunde laten wegvallen; ook de onderwijzer 
aan de volksschool moet kennis hebben van de hoogere 
deelen der wiskunde. 

Het boekje is zeer lezenswaard. 


logische beschouwingen; het functiebegrip : wordt ver- 


GEORGES GIRAUD. Legons sur les fonctions automorphes. 
Fonctions automorphes de n variables. Fonctions de Poincaré. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie. 1920. 

Evenals het op bladz. 230 genoemde boek behoort dit tot de 
Collection van E. Borel; het bevat voordrachten gehouden 
in het Collège de France. De schrijver heeft gezocht naar 
eigenschappen, die gemeenschappelijk zijn aan verschillende 
soorten automorphe functies. Hij bespreekt groepen, die 
in bijzondere gevallen overgaan in groepen van Poincaré, 
of van Picard, of van Fubini, en legt verband tusschen de 
theorie van de groepen van Poincaré en de meetkunde 
van Lobatschefski, 


MAX FISCHER. Statik und Festigkeitslehre. Vollständiger 
Lehrgang zum Selbststudium für Ingenieure, Techniker 
und Studierende. Dritter Band: Formänderungen. 

Berlin, Hermann Meusser, 1920, 80 M. + Zuschlag. 

De schrijver gaat van het juiste standpunt uit, dat men 
hiet een of andere uitkomst moet verkrijgen door een for- 
mule te gebruiken, maar dat men zich de verschijnselen 
moet voorstellen. Dit standpunt heeft hij door het geheele 
boek gehandhaafd; door een zeer groot aantal teekeningen 
komt hij het voorstellingsvermogen van den lezer tegemoet, 
Daardoor heeft het werk in waarde gewonnen voor hen, 

Wiskundig Tijdschrift, 17e Jaargang. 15 
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die minder goed met wiskundige bewerkingen kunnen 
omgaan, en liever iets voor zich zien. Reeds dadelijk bij 
de bespreking van spanningen wordt door een aantal figu- 
ren de spanningstoestand duidelijk gemaakt; o.a. wordt 
het verschillend gedrag van lood en beton tegen druk 
aangeduid. Op dergelijke wijze wordt de afschuivende 
kracht behandeld; de schrijver bespreekt punt voor punt, 
wat de lezer anders voor zich zelf had moeten uitzoeken, 
en vermeldt, waar de theorie nog geen voldoende verkla- 
ring geeft. Daardoor laat het boek zich gemakkelijk lezen. 

De vormveranderingen worden evenzoo verduidelijkt 
door een aantal figuren; eerst wordt de rechthoekige plaat 
besproken, daarna de vrijdrager met verschillende belas- 
tingen. De invloed der temperatuur op den vorm van 
dragers wordt daarbij nagegaan. Dan wordt een drager 
besproken, die uit verschillende deelen bestaat. Ook wordt 
de invloed nagegaan van afschuivende krachten, van de 
verschuiving of draaiing van het steunpunt, en van gelijk- 
matige en ongelijkmatige temperatuurverandering. Daarna 
de drager op twee steunpunten, met verschillenden aard 
van belastingen; eerst de rechte drager, daarna de drager, 
die uit verschillende deelen bestaat, zonder en met scharnier. 

De schrijver merkt dan op, dat bij elke groep belastingen 
een bepaalde vorm van momentenvlak behoort, en onder- 
zoekt dien vorm voor de meest voorkomende belastingen. 

In hoofdstukken, die als aanvulling dienen van vooraf- 
gaande voordrachten, bespreekt hij in welke opzichten de 
elasticiteitstheorie nog te kort schiet. 

Daarna worden vormveranderingen van vakwerken na- 
gegaan : kraandragers; de invloed van het medegeven van 
een steunpunt; vakwerken met scharnier; het verschuivings- 
diagram van Williot ; ingeklemde vakwerken; de methode 
van Müller-Breslau; invloed van temperatuur verandering 

Al het voorgaande is in hoofdzaak meetkundig behandeld. 

De schrijver geeft nu ook de algebraïsche oplossing 
van het vraagstuk om de vormveranderingen te bepalen, 
en bespreekt de verschuivingsarbeid. 


Dr A. J, SCHOUTEN. Over de ontwikkeling der begrippen 
ruimte en tid in verband met het relativiteitsbeginsel. 


Her 


Rotterdam, Nijgh en van Ditmar’s Uitgeversmö, 1920. 

Op zeer overzichtelijke wijze bespreekt de schrijver de 
wijze waarop men is moeten komen tot de relativiteits- 
theorie als gevolg van de ontwikkeling der wetenschap. 
Hij begint met de vermelding van het axioma betreffende 
evenwijdige lijnen, dat aanleiding gaf tot het opbouwen 
van andere meetkunden dan de euclidische; vergelijkt 
meetkunde en ervaring; vermeldt het grondbeginsel van 
Klein, dat iedere meetkunde een theorie is van invarianten 
behoorende bij bepaalde transformatiegroepen. 

Overgaande tot de mechanica, wordt de onhoudbaarheid 
besproken van de door Newton ingevoerde begrippen 
absolute ruimte en absolute tijd, de relativiteitseisch gefor- 
muleerd, en de ontwikkeling daarvan toegelicht. 

Er worden geen wiskundige formules gebruikt. 


J. VERSLUYS. Over methoden bij het oplossen van meetkun- 
dige vraagstukken. 

Vierde druk bezorgd door P. Wijdenes. 

Het fraaie werk Petersen— Wisselink, Methoden en the- 
orieën zal niet meer worden herdrukt. Slechts een gedeelte 
blijft bestaan, nl het hoofdstuk „rotatie”, dat onveranderd 
is overgenomen in den vierden druk van het werk van 
Versluys. Wie de meetkunde bestudeert, kan niet nalaten 
een boek over Methoden ter hand te nemen, ten einde een 
goed inzicht te verkrijgen in den gedachtegang, die plaats 
heeft bij het oplossen van vraagstukken. 


IR. W. J. VOLLEWENS ci. Differentiaal- en Elementaire Inte- 
graalrekening. Deel 1, 1920, f 450, geb. f 5,90, met wit 
papier doorschoten f 6.90. 

Electrische drukkerij Egner, Rijswijk (Z.-H.). 

De schrijver heeft dit boek samengesteld ten behoeve 
van studenten in de wis- en natuurkundige vakken aan de 
hoogescholen en van studenten aan de T. H, S. te Delft, 
terwijl het voor candidaten voor het wiskunde-examen K; 
dienst kan doen als korte samenvatting van hetgeen gekend 
moet worden. Hij onderstelt, dat de lezer mondelinge hulp 
heeft. Bovendien hoopt hij, dat het boek door ingenieurs 
zal worden gebruikt om een of ander onderwerp na te 
slaan, als dat in hun praktijk te pas mocht komen, 
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In korte paragrafen worden behandeld: het begrip func- 
tie, en wat daarmede in verband staat; grenswaarden, 
continuïteit, differentiëeren. 

Daarop volgen als meetkundige toepassingen: de verge- 
lijking van raaklijn, lengte van de raaklijn en de normaal, 
subtangens en subnormaal, de stelling van Rolle, de mid- 
delwaardestellingen van Lagrange. 

Dan differentiëeren van impliciete functies RE 
vormen, complexe getallen, waaronder de hyperbolische 
goniometrie en logarithmen van complexe getallen 

Van de integraalrekening geeft de schrijver eenvoudige 
gevallen; hij spreekt dan ook over elementaire integraal- 
rekening. 

Een stukje over hoogere algebra wordt dan opgenomen : 
oneindig voortloopende reeksen; dan volgen maximn en 
minima, en verschillende bekende toepassingen op vlakke 
kromme lijnen. 

Voor het doel, dat de schrijver zich stelde, is het boek 
zeer geschikt; de verdeeling in kleine stukjes vergemak- 
kelijkt het opzoeken zeer. 


Á. S. EDDINGTON. Space, Time and Gravitation. An out- 
line of the general relativity theory. 

Cambridge. At the University Press, 1921, 15 sh. 
. Wie belang stelt in de uitkomsten van de relativiteits- 
theorie, vindt in dit boek een aangenamen wegwijzer. .De 
schrijver maakt spaarzaam gebruik van wiskunde; hij 
bespreekt de verschijnselen en tracht ze op eenvoudige wijze 
te verklaren. Als inleiding wordt een gesprek medegedeeld 
tusschen een experimenteel natuurkundige, een zuiver 
wiskundige en een relativist; daarin komt het beeld ter 
sprake, dat ieder der drie zich vormt over ruimte en tijd, 
en wordt de voorstelling, die.de relativist heeft, duidelijk 
gemaakt. Dan geeft de schrijver een verklaring van de 
Fitz-Gerald contractie (Lorentz-verkorting), beschouwt de 
opvatting dat ruimte en tijd niet van elkander verschillend 
zijn, en bespreekt de wereld van vier afmetingen. 

Daarna onderzoekt hij wat in een krachtveld geschiedt, 
en gaat de mogelijke vormen van de ruimte na. 

De nieuwe wet van aantrekking — van de relativiteits- 
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theorie — wordt vergeleken met de oude (Newtonsche). 

De waarnemingen te Sobral worden besproken, waarbij 
de afbuiging van het licht van een ster werd onderzocht 
bij het gaan langs de zon; van de instrumenten, die bij 
dat onderzoek tijdens de zonsverduistering in 1919 gebruikt 
werden, is een photo gegeven. 

Als andere bewijzen voor de juistheid der relativiteits- 
theorie worden behandeld: de draaiing van de banen der 
planeten ; de lijnen in het kleurenspectrum. 

De belangrijke uitkomst, dat de trage massa en de 
zware massa identiek zijn, wordt besproken in een hoofd- 
stuk over moment en energie ; terwijl eveneens het verband 
tusschen electriciteit en aantrekking wordt nagegaan. 

In een paar afzonderlijke hoofdstukken geeft de schrijver 
eenige bijzondere beschouwingen. 

Als aanhangsel zijn eenige wiskundige aanteekeningen 
en een beknopt geschiedkundig overzicht gegeven. 


C. PARREGAUX et A. WEBER. Le relief en géométrie par 
les couleurs complémentaires. 

Die plastische Darstellung im Gebiete der Geometrie mittelst 
der Complementarfarben. 

Bienne (Biel). E. Magron, 1914, 25 francs (Zwitsersch). 

Deze zeer fraaie platen zijn een uitnemend hulpmiddel 
om het voorstellingsvermogen van leerlingen te hulp te 
komen. Het zijn anaglyphen: er zijn van eenzelfde ruimte- 
figuur twee teekeningen gemaakt in rood en groen, en 
men bekijkt deze door een bril met een rood en een groen 
glas. Daardoor ziet men de figuur in de ruimte. Er zijn 
25 platen op het gebied der stereometrie en 25 op het 
gebied der beschrijvende meetkunde, op carton, in een 
stevigen omslag. 

De verzameling is te duur om ze door de leerlingen te 
laten aanschaffen. In de schoolbibliotheek is ze echter 
wel op haar plaats, en daarvoor zeer zeker aan te bevelen. 


G. INGHIRAMI. Table de nombres premiers et de la de com- 
position des nombres de 1 à 100000. Revue et corrigé par le 
Dr. Prompt et suivie de la table des bases des nombres tes- 
saréens de 1 à 20000. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie. 
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Onder nombres tessaréens worden verstaan de ondeel- 
bare getallen, die 5 tot kwadraatrest hebben. Noemt men 
R het kleinste oneven getal, zoodanig dat R? gedeeld door 
een priemgetal N een rest geeft, en neemt men B ={(l +R) 
dan is B? —B—l1 deelbaar door N. Het getal B wordt de 
basis van N genoemd; de schrijver geeft de basis voor 
alle priemgetallen beneden 20000. 

Daarna wordt een herdruk gegeven van een tafel, die 
reeds in 1832 van de hand van den schrijver verscheen. 
Door de getallen beneden 100000 te verdeelen in een groep 
van drie cijfers gevolgd door een groep van twee, stelt 
hij een tafel samen, waarin men den kleinsten ondeelbaren 
deeler oindt van elk getal beneden 100000. Vanzelf spreekt, 
dat de even getallen en de door 5 deelbare getallen zijn 
weggelaten. De groepen van drie cijfers vormen de eerste 
kolom, de groepen van twee cijfers staan boven aan een 
kolom. 

De bekende biograaf Lebon deed eenige mededeelingen 
omtrent den overleden schrijver. 


C. DE LA VALLEE-—POUSSIN. Legons sur approxvimation 
des fonctions d'une variable réeulle. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie. 

Deze voordrachten, gehouden in de Sorbonne in 1918, 
zijn opgenomen in de Collection de monographies sur la 
théorie des fonctions, die onder leiding van E. Borel wor- 
den uitgegeven. Zij bespreken het benaderen van een 
continue functie (in hoofdzaak van een bestaanbare ver- 
anderlijke — alleen in het laatste gedeelte wordt over 
functies van een complexe veranderlijke gesproken), zoo- 
danig, dat de fout kleiner blijft dan een gegeven getal. 
Daartoe worden eerst de twee theorema's van Weierstrass 
bewezen, die tot uitgangspunt dienen; de schrijver bespreekt 
dan de benadering met behulp van de reeksen van Fourier, 
en door de sommen van Fejér; zoekt een middel om de 
benadering zoo nauwkeurig mogelijk te verkrijgen; keert 
dan de gestelde vraag om, door uit een gegeven benade- 
ring eigenschappen te zoeken van de functie zelve en 
hare afgeleiden; gaat de benadering door veeltermen na 
en door trigonometrische vormen : onderzoekt verschillende 
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gevallen van functies met polen en vertakkingspunten, en 
van geheele functies. 


M. D'OCAGNE. Principes usuels de Nomographie avec appli- 
cation à divers problèmes concernant V' Artillerie et VYAeronautique. 

Paris, Gauthier-Villars et Cie. 1920. 

Op bladz. 78 van den vorigen jaargang is dit werk reeds 
vermeld. Het was toen niet in den handel. Thans is het 
in ander formaat verschenen en in den boekhandel ver- 
krijgbaar. 

De schrijver, die de grondlegger is van de Nomographie, 
geeft rekenplaten voor formules, die betrekking hebben 
op schieten, en op vliegtuigen. 


EK. BALLY. Géométrie synthétique des unicursales de troisième 
classe et de quatrième degré. 

Paris, Gauthier-Villars, 1920. 

De inhoud van dit boekje is een gedeelte van een grooter 
werk over meetkunde, dat weldra verschijnen zal. Het is 
zóó geschreven, dat leerlingen der wiskunde-afdeeling van 
een fransch lyceum het kunnen volgen; men vindt er 
weinig algebra in, maar meer meetkundige beschouwingen. 
De schrijver spreekt eerst in het algemeen over epi- en 
hypocycloïden met algebraïsche vergelijkingen, en daarna 
meer in het bijzonder over de cardioïde en de hypocyecloïde 
met drie keerpunten als type van een kromme lijn van 
den vierden graad met drie keerpunten; deze meer alge- 
meene kromme wordt ontstaan gedacht als inverse van een 
kegelsnede of als doorsnede van het raaklijnenoppervlak 
van een kromme van den derden graad in de ruimte. 


Modelbuch für den Blecharbeiter. Achte verbesserte Auflage. 

Verlag der Deutschen Fachschule für Metallbearbeitung 
und Installation zu Aue in Sachsen, 1920, 15 Mark + 
3 Mark Porto. 

Bedoeld voor den loodgieter en zinkwerker, kan dit 
boekje zeor goede diensten bewijzen bij het onderwijs in 
beschrijvende meetkunde. Het bevat op 192 platen een 
groot aantal uitslagen van lichamen, die in de praktijk 
voorkomen; bij verscheidene daarvan komen doorsneden 
voor van cilinders en pyramiden, regelmatige en wille- 
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keurige, Daardoor ziet men toepassingen van constructies, 
die anders slechts van theoretisch belang schijnen. Boven- 
dien komen er uitslagen voor, waarbij de theorie geen 
oplossing kan geven, doch waarbij men moet benaderen. 


PAUL KIRCHBERGER. Was kann man ohne Mathematik von 
der Relativitätstheorie verstehen ? Mit einem Geleitwort von 
M. von Laue. 

Karlsruhe i. B. C. F. Müllersche Hofbuchhandlung. 1921. 

De eerste druk verscheen in Augustus 1920, de tweede 
in Maart 1921; blijkbaar stelt de niet-natuurkundige en 
niet-wiskundige in Duitschland belang er iets te weten 
van de relativiteitstheorie. De schrijver gebruikt geen enkel 
wiskundig teeken, maar geeft op onderhoudende wijze een 
uiteenzetting van de beginselen, die in de theorie een rol 
spelen. Hij beziet het relativiteitsbeginsel eerst uit het 
oogpunt van beweging, daarna uit dat van krachtwerking ; 
herinnert aan de proeven van Fizeau, en stelt daarnaast 
de nieuwere- proeven van Michelson; komt dan tot de 
Lorentz-verkorting, de eerste opvattingen van Einstein, en 
de voorstelling van een vierdimensionale ruimte—tijd van 
Minkowski ; om te eindigen met een philosophische beschou- 
wing van de bijzondere relativiteitstheorie. 

Daarna wordt de algemeene relativiteitstheorie bespro- 
ken: de draating der aarde, traagheid en zwaartekracht, 
gebogen lichtstralen ; de schrijver stelt Einstein tegenover 
Newton, en vergelijkt den invloed van de nieuwe theorie 
met den invloed, dien de theorie van Copernicus gehad heeft. 


Uit Buitenlandsche Tijdschriften. 


Logarithmen met vier decimalen. 


Deze geven dikwijls beter resultaten dan logarithmen 
met meer decimalen. (Z f. Math. u. Naturw. Unt 1912, S. 23; 
Archiv für Math. u. Phys. 1913, S. 335.) 

Lehrreich ist an einem Beispiel die Schnelligkeit oder 
vielmehr die Langsamkeit fest zu stellen mit der pädago- 
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gische Fortschritte gewöhnlich Eingang finden. Die unbe- 
schränkte Herrschaft der 7stelligen Logarithmen wurde 
durch die 5-stelligen Tafeln von Lalande erschüttert, die 
C. FE, Gauss schon 1811 empfahl. Dann trat Encke für 5 
Stellen ein, und gab 1828 sogar eine 4-stellige Tafel heraus. 
Später wirkten August 1844, Schlömilch 1831, Wittstein 1859, 
F. G. Gauss 1810, Bremiker 1872 u.a. Aber 1893, S. 7, 
musste ich feststellen, dass in Preussen noch 131 Anstalten 
t-stellig rechneten; in 82 Jahren sind also durchschnittlich 
jährlich fünf Anstalten zu 5 Stellen übergekommen. Wie 
Pietzke sagte hatte diese Feststellung Aufsehen erregt 
und bald darauf wurden 7 Stellen- für den Unterricht 
verboten. Die 4stellige Tafeln haben sich bisher etwas 
schneller verbreitet. Ein Widerspruch mit Gründe ist nur 
durch Hammer, Professor an der Technischen Hochschule 
zu Stuttgart erfolgt, und ich antwortete sofort 1909, S. 338. 

1916 erklärt dann Herr Hammer, dass er sich demnächst 
ausführlicher darüber äussern würde; bisher ist dies aber 
nicht geschehen. 


A. SCHÜLKE. Mrinnerungen. Z. f. Math. u. Naturw. 
Unterr., 50 J. 1919, Heft 1. A8 


Nieuwe werken. ® 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Dr. A. VAN THIJN, Verzameling van planimetrische 
vraagstukken (met supplement), bevattende aan wijzingen 
tot het oplossen. 1920. 5e druk, f 2,40. 

W. REINDERSMA. Beknopt Leerboek der Vlakke Meet- 
kunde. Deel 2. 5e druk. 1921. f 3.90. 

ee - Nieuw leerboek der vlakke meetkunde, 
de deel, 2e druk, 1920, f 2,90. 

Dr. K. W. WALSTRA en Drs. W.A. VAN DALFSEN. Leer- 

boek der Planimetrie. 1921. f 1.90. 


*) Van Hollandsehe schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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Dr. K. W. WALSTRA en Drs. W.A. VAN DALFSEN. Plani- 
metrische Vraagstukken behoorende bij het Leerboek 
der Planimetrie. (921. f 0.75. 

E. MEYER. Eerste verzameling van algebraïsche vraag- 
stukken. 3e druk. 1920. f 0.70. 


Uitgever J. B. Wolters, Groningen, den Haag. 


Dr. J. KORS. Leerboek der Stereometrie met opgaven 
(herzien door Dr. Postma). 1921. 4e druk. Ing. f 1.40, 
geb. wl.15. 

Dr. B. GONGGRIJP. Logarithmische en Goniometrische _ 
Tafels en Bijtafels’ Uitg. D. 2e druk. Geb. f 2.50, 

Herdrukken van Werken van P. Wijdenes. 


Uitgever P. Noordhoff, Groningen. 


G. W. COMELLO. Boekhouden voor handelsdag- en avond- 
scholen, Scholen voor M.U.L.O., H.B.S. enz. le deeltje. 
Enkel boekhouden. 

nan Handelsrekenen voor handelsdag- en 
avondscholen, Scholen voor M.U.L.O, H. B. S. enz. le 
deeltje. 


Uitgever D. A, Daamen, 's-Gravenhage. 


Dr. J. J. HALLO en J. W. VAN EEK. Logarithmische en 
goniometrische tafels in vier decimalen. 1920. f 2,—. 


Uitgever H. Wierts van Coehoorn, Hilversum. 


F. J. VAES. Logarithmen met vier decimalen. 2e druk. 
1920. f 0.75. 


Tafels van de 2e en 3e machten, en van de 
2e en 3e machtswortels in 7 decimalen der getallen 
1—1000. Rentetafels in 8 decimalen. Logarithmen in 3 
decimalen. Omtrek en oppervlak van een cirkel. 2e druk. 
KS ND KOOKS, 0P 


Technische onderwerpen op eenvoudige wijze 
behandeld. No. 1. 

Arbeid. Wrijving. Katrollen en takels. Werktuigen 
met tandradoverbrenging. Werktuigen met schroef be we- 
ging. Heiblok. 2e druk. 1921. f 1.85. Antwoorden f 045. 


Uitgever Boymans’ Boekhandel, Rotterdam. 
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Dr. A. KIJLSTRA en Dr. JOH. A. VREESWIJK. Gonio- 
metrie en Trigonometrie. 2e druk. 1921. f 1.80, geb. f 2.20. 

G. WOLDA. Beschrijvende Meetkunde voor de H. B. S. 
met atlas. 1921. f 1.80. 


Uitgever W. HK. Tjeenk Willink, Zwolle. 


J. KLEEFSTRA. Leerboek der vlakke meetkunde ten 
dienste van het M.U.L.O., middelbaar, en technisch 
onderwijs. 1921. 

‚ Leerboek der goniometrie en der vlakke 

trigonometrie benevens een en ander over goniometrische 

vergelijkingen en cyclometrische formules. 1921. 

Leerboek der Stereometrie. 1921. 

Leerboek der analytische meetkunde en 

de gronden der analytische stereometrie. 1921. 


Uitgave van de Wereldbibliotheek, Vakbibliotheek onder leiding 
van L. Zwiers. 


Jef 


De tijdsomstandigheden hebben niet nagelaten hun in- 
vloed te doen gelden op het „Wiskundig Tijdschrift”, 
De groote stijging der prijzen van papier, drukken en 
brocheeren, alsook der cliché’s, vermeerderden de kosten, 
aan de uitgave verbonden, boven mate, terwijl het ver- 
hoogen van den abonnementsprijs deze meerdere kosten 
niet heeft kunnen compenseeren. 

Deze en andere redenen hebben ondergeteekende en 
den uitgever aanleiding gegeven de uitgave van het Tijd- 
schrift te staken. 

Uit de belangstelling, die de redactie steeds heeft onder- 
vonden, mag worden besloten, dat het W.T. nuttig werk 
heeft verricht. 

Den medewerkers worde hier dank betuigd. 

F.J. VAES. 
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Examen-Opgaven in 1919 en ’90. 


TECHNISCHE HOOGESCHOOL 
Juni 1920. 


Theoretische Mechanica (C). 


1. Een-in den vorm van een cirkel gebogen buis met 
straal r cm draait met een constante hoeksnelheid w in een 
horizontaal vlak om een verticale as, die op een afstand 
R van het middelpunt gelegen is. In de buis beweegt zich 
zonder wrijving een materiëel punt met massa m gram. 
In den aanvang bevindt het materiëele punt zich in het 
punt der buis, dat het verst van de as verwijderd is, en 
heeft het een absolute snelheid v, in de richting van de 
draaiende beweging van de buis. Bepaal de relatieve snel- 
heid van het punt en den druk door de buis op het punt 
uitgeoefend als functies van den tijd. De zwaartekracht 
niet mee te rekenen. 

2. Een homogene rechthoekige plaat ABCD met massa 
m kan vrij bewegen en bevindt zich in rust. In het punt 
midden tusschen C en D werkt een stoot, die ontbonden 
kan worden in een componente S, loodrecht op de plaat 
en een componente S, in de richting van C naar D. Men 
vraagt de oogenblikkelijke schroefas op het oogenblik na 
den stoot. AB = 25, BC =2c. 

8 Een homogene cylinder met massa m en straal r kan 
over een hellend vlak (hellingshoek «) rollen en glijden, 
zoo dat de as van den cylinder horizontaal blijft. Bij den 
aanvang beweegt zich het zwaartepunt bergaf met een 
snelheid v,, terwijl de punten van den cylinder, die met 
het vlak in aanraking zijn, een snelheid w‚r —v, hebben, 
die bergop gericht is. Men vraagt de beweging van den 
cylinder te bepalen voor de verschillende onderstellingen, 
die men ten aanzien van den wrijvingscoefficient kan maken. 
Examen-Opgaven W. T, 17e Jaarg. 1 
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CANDIDAATS EXAMENS JUNI 1920. 


Toegepaste Mechanica voor a.s. Civiel- en Bouwkundige 
Ingenieurs (3 uur). 


1. Beantwoord kort de volgende vraag: Hoe komt men 
er toe de bouwconstructies te onderscheiden in „statisch 
bepaalde” en „statisch onbepaalde” ? Welke beschouwingen 
voeren bij de eerstgenoemde, welke bij de laatstgenoemde 
tot de oplossing van het vraagstuk der krachtsverdeeling ? 
Wat is ten voordeele, wat ten nadeele dezer beide soorten 
van constructies op te merken ? 

2 Een betonijzeren | balk bestaat uit een horizontale 
plaat, breed 124 cM en dik 12 ceM en een in het midden 
daaronder geplaatste en tot één geheel daarmede vereenigde 
balk breed 24 cM,‚ hoog 50 cM. De balk is aan de einden 
vrij opgelegd, de overspanning bedraagt 6 Meter. De belas- 
ting bestaat — behalve uit het eigen gewicht (s.g. beton- 
ijzer 24) — uit 7 lasten van 1 Ton elk, op 1 M onder- 
lingen afstand, zoodat er ter weerszijden een juist boven 
de oplegging komt te vallen. 

Het verhoudingsgetal n= sd HEE 

Gevraagd : a. Hoe groot is de maximum iĳjzertrekspanning, 
indien zwaartepunt ijzerdoorsnede 5 cM boven ondervlak 
balk ligt en de wapening uit 4 ronde staven van 20 mM 
diameter (totaal opp. 12,5 cM°) bestaat ? 

b. Hoe groot is de maximum betondrukspanning ? 

c. Hoe groot is de maximum schuifspanning in het be- 
ton, indien de genoemde wapening over de volle balklengte 
doorloopt en geenerlei extra maatregelen tegen het ont- 
staan van betonschuifspanningen zouden worden genomen ? 

d. Hoe groot wordt dan de maximum aanhechtings- 
spanning ? 

8. Twee rechte balken, elk deel uitmakende van een der 
beide tegen elkaar steunende rijvloeren van een dubbele 
ophaalbrug van 12 M spanning (gemeten tusschen de harten 
der draaiingsassen op de beide landhoofden) liggen in een- 
zelfde verticale vlak loodrecht op de as van de doorvaart- 
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opening. De lengteassen der beide balken loopen naar het 
midden toe op onder helling 15 op 1. De as van het draai- 
punt ligt verticaal gemeten 25 cM onder lengteas balk. Het 
punt, waar de beide balken tegen elkaar steunen, ligt 
vertikaal gemeten 15 cM onder lengteas balk De permanente 
belasting per horizontaal gemeten M’ balk tengevolge eigen- 
gewicht bedraagt 120 KG. Daartoe opzettelijk aangebrachte 
opwaarts gerichte, constante, verticale reacties, op 5 Meter 
horizontaal gemeten vanuit de draaiingsassen aangrijpende, 
zijn juist zóó groot, dat zonder verkeerslast de beide rij vloe- 
ren in het midden geen druk op elkaar uitoefenen. 

Gevraagd: a. de reacties door eigengewicht ; 

b. in de constructie in te schetsen de momentenlijn ten- 
gevolge van eigen gewicht en daarvan enkele punten ana- 
Iytisch te berekenen ; 

c. in de constructie in te schetsen de druklijn alleen 
tengevolge van een gelijkmatig verdeelde verticale ver- 
keerslast van 300 KG per M’ horizontale projectie der balken 
en op te geven de door de draaiingsassen dan in totaal te 
leveren horizontale en verticale reacties; 

d. in de constructie in te schetsen de druklijn alleen ten- 
gevolge van een enkele last van 2 Ton in het midden van 
een der balken en op te geven hoe groot alleen daardoor het 
grootste positieve moment zou worden. 

4, Van een plat vakwerk vormen de assen van de beide 
horizontale randen met de assen der beide eindverticalen 
een rechthoek, waarvan de lengte 1/3 maal de hoogte be- 
draagt. De andere staven liggen met hun assen langs de 
diagonalen van dezen rechthoek en verbinden verder de 
middens der zijden met het snijpunt der diagonalen. De 
doorsnede van den onderrand en die van de diagonalen 
zij 2F, die van de overige staven £. 

Het vakwerk wordt in het snijpunt der diagonalen en in 
een der uiteinden van den onderrand door een verticale 
reactie vastgehouden en in het andere uiteinde van den 
onderrand door een verticale last P belast. Alle knooppunten 
worden gedacht als wrijvinglooze scharnieren. 

Gevraagd: de spanningskrachten in de verschillende 
vakwerkstaven. 


Á 
KONINKLIJKE MILITAIRE ACADEMIE. 


Toelatingsexamen 1920. 
Reken- en Stelkunde (14 +3 +1 uur). 


1. Bereken de limiet van de som van een oneindig 
voortloopende meetkundige reeks, waarvan gegeven is: 

de eerste term is de waarde van x die voldoet aan de 
vergelijking : 


jolog a+log a°+log a? +... + log a” — 
— al29/4 +31 5)4 + (log 8100) 102) PP, 


hl 


de reden is de omgekeerde waarde van A uit de vier- 
kantsvergelijking: x? — 3x + A=0, waarvan gegeven is 
dat 5-maal de som der omgekeerden van de wortels gelijk 
is aan 6-maal de som der omgekeerden hunner vierkanten. 

2. Bereken de waarde van « uit: 

7,53421 
2= WV 0,087349,8 142 

3. Iemand heeft op 1 Jan. 1940 een som van 30000 gld. 
te betalen. Hij wilde liever op 1 Jan. 1920 een som van 
10000 gld. en verder nog twee gelijke bedragen, respectie- 
velijk op 1 Jan. 1925 en 1 Jan. 1930 betalen. Hoe groot zijn 
die laatste bedragen ? Rente 5 °/,. 


Meetkunde (3 +1 +1 uur). 


1. In een cirkel is een middellijn AB en een daaraan 
|| koorde CD getrokken. Als P een willekeurig punt op AB 
is, bewijs dan dat: 

CP? + DP? = AP? + BP? 

2. Van een lichaam is het grondvlak een vierkant, het 
bovenvlak // aan het grondvlak en eveneens een vierkant, 
waarvan de projecties der hoekpunten op het grondvlak 
juist in de middens der zijden van het grondvlak vallen. 
De zijde van het grondvlak en de hoogte zijn 4 cM. Op 
het bovenvlak als grondvlak is een dergelijk lichaam 
geplaatst, enz. 

Bereken de som van de inhouden van al deze lichamen. 
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Meetkunde (1 uur). 


3. Gegeven zijn twee elkaar snijdende vlakken, in het 
eene vlak een punt P, in het andere vlak een punt Q. 
Gevraagd wordt door P en Q evenwijdige lijnen te trekken, 
die de vlakken snijden resp. in P! en Q', evenwijdig loopen 
aan een derde gegeven vlak en zoodanig, dat PP!=2QQ'. 


Gonio- en Trigonometrie (141 +1 uur). 
1. Bewijs de formule: 
1 + cos (A — B) + cos (B — C) + cos (C — A) = 
4 cos (A — B) cos $(B — C) cos $(C — A). 
2. Bewijs: 
2sin 1149 = V|2 — X(2 4 V2),. 
d.van AABC is ZA 53° 18/22. /B==490 11/14” èn 
de straal van den omgeschreven cirkel R == 127,18. Bereken 
den straal van den ingeschreven cirkel. 


Werktuigkunde (1 + 2 +1 uur). 

1. Een gesloten vat heeft de gedaante van een cilinder, 
waaruit (van boven) een halve bol is weggenomen; de 
grenscirkel van dien halven bol valt samen met den boven- 
rand van den cilinder. De straal van het grondvlak is 
2 dM, de hoogte van het zijdelingsch oppervlak is 3 dM. 
Ledig weegt het vat 4,8 KG. Vult men het met een vloei- 
stof, dan ligt het zwaartepunt van het geheel in het laagste 
punt der halfbolvormige holte. 

Gevraagd het soortelijk gewicht der vloeistof. 

Verondersteld wordt, dat de wand homogeen en overal 
even dik is. De dikte worde bij de berekening van ’t. 
zwaartepunt verwaarloosd. 

2, Uit een punt A van een vlak met helling van 30° 
wordt een kogel opgeworpen met een snelheid van 30 M 
per sec. De kogel komt op ’t vlak neer in ’t hooger ge- 
legen punt B, op 60 M afstand van A. Welke hoeken 
maken begin- en eindsnelheid met het hellend vlak ? 

Stel 9=10 M ps. 

3. Op een hellend vlak (sina == t) bevinden zich twee 
stoffelijke punten, onderling verbonden door een draad 
(zonder gewicht) van 6 dM lengte Het onderste weegt 
5 KG en ondervindt wrijvingsweerstand van het vlak 
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(f=}). Aan het bovenste, dat 3 KG weegt, en geen wrijving 
ondervindt, is een draad bevestigd, die evenwijdig aan ’t 
vlak loopt en over een katrolletje aan den top een gewicht 
van 22 KG draagt. Nadat het geheel zich 7 seconden be- 
wogen heeft, breekt de draad, die het gewicht draagt. Na 
hoeveel seconden zullen de twee stoffelijke punten voor 
't eerst tegen elkaar botsen? Stel g=10 M p.s. 


Natuurkunde (55 + 55 +55 min.) 


1. Een batterij van 8 elementen (Electromotorische 
kracht van elk =1,05 Volt; inwendige weerstand van elk 
— 0,25 Ohm) is zoo geschakeld, dat er 4 achter en 2 naast 
elkaar staan, en geeft stroom door twee naast elkander 
geplaatste draden. De eene is een koperdraad en heeft 
een weerstand van 3,5 Ohm, de andere is een platina- 
draad van 1,4 Ohm weerstand. 

Hoe groot is de stroomsterkte in elke der draden? _ 

Hoe lang is de koperdraad, als haar doorsnede 4 mM? 
bedraagt en een koperdraad van 1 M lengte en 1 mM? 
doorsnede een weerstand van 0,0175 Ohm heeft ? 

De platinadraad bevindt zich in een calorimeter, waarin 
zich 250 G alcohol bevindt. Men laat de stroom 5 minuten 
doorgaan en vindt dan, dat de calorimeter en de alcohol 
25° in temperatuur gestegen zijn. De warmteopname door 
de platinadraad wordt verwaarloosd. 

Bepaal hieruit hoeveel ergs equivalent zijn met één 
gramealorie. 

Gegeven: Waterwaarde van den calorimeter =10 G. 

Soortelijke warmte van alcohol == 0,6. 


2 Gevraagd wordt een zakelijk antwoord te geven op 
één der beide volgende vragen: 

1. Beschrijf de verschijnselen, die optreden, wanneer 
water verhit wordt en behandel het koken van water en - 
de omstandigheden, die van invloed zijn op het kookpunt. 

IL. De proeven van Kundt en haar toepassing bij het 
bepalen van de voortplantingssnelheid van het geluid in 
vaste stoffen en gassen. Waarvoor zou men deze proeven 
nog meer kunnen gebruiken ? 

ò. Een zakelijke behandeling van één der beide volgende 
onderwerpen: 
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I. De astronomische kijker. Schetsteekening met stralen- 
gang en toelichting. Bepaal de vergrooting. Hoe lang is 
de kijker, als het oog niet accomodeert ? 

IL. Het menschelijk oog. Beeldvorming in het oog. 
Accomodeeren. Vèrziendheid, bijziendheid. Soorten van 
brillen en hunne werking. 


Beschrijvende Meetkunde ($+ 3 +1 uur). 


1. Van een geliĳkzijdigen driehoek ABC zijn gegeven 
de hoekpunten A en B. 

Construeer de beide projectiën van den driehoek, als het 
hoekpunt C in het verticale vlak ligt. 

2. Gegeven: een gelijkbeenige driehoek A’B'T’, gelegen 
in het horizontale projectievlak. De driehoek is een zijvlak 
van eene regelmatige 6-zijdige pyramide met T’ als top. 

Construeer de beide projectiën van de piramide, benevens 
de verticale projectie van hare doorsnede met een vlak, 
dat door de middens van AB en BT gaat en rechthoekig 
op het horizontale projectievlak staat. 

8. Gegeven: een 4-zijdig scheef prisma, staande met het 
grondvlak ABCD op het horizontale projectievlak. 

Bepaal de snijpunten van eene gegeven lijn / met het 
prisma en trek vervolgens de kortste lijn, die over het 
zijdelingsch oppervlak van het prisma loopt en de beide 
snijpunten verbindt. 

(E is een hoekpunt van het bovenvlak, EA een opstaande 
ribbe.) 


Rechtlijnig Teekenen (lj uur.) 


Construeer een driehoek, waarvan de zijden 20, 14 en 10 

eM zijn. Construeer in dezen driehoek : 

a. de hoogtelijn ; 

b. den cirkel, die door de voetpunten der hoogtelijnen 

gaat; 

c. den ingeschreven cirkel. 

N.B. De zijden van den driehoek en de gevraagde cir- 
kels met doorgetrokken lijnen teekenen, de hoogte- 
lijnen met streep-puntlijnen, de hulplijnen gestippeld. 
De beide cirkels behooren elkaar te raken. 


8 


Scheikunde (1 +1 +1 uur). 


1. Hoe en onder welke omstandigheden werken zoutzuur, 
salpeterzuur en zwavelzuur op koper, keukenzout, bruin- 
steen en aethylalcohol ? 

2. Wat zijn zouten, welke soorten zouten kent ge? Op 
welke verschillende manieren heeft zoutvorming plaats ? 

Welke algemeene reactie uit de organische scheikunde 
kan met de zoutvorming vergeleken worden? In welk 
opzicht is er verschil ? 

Een en ander toe te lichten met voorbeelden. 

8. Geef een overzicht van drie groepen organische 
verbindingen, waarin uitsluitend koolstof, waterstof en 
zuurstof voorkomen. 

Behandel de algemeene bereidingswijzen en de algemeene 
eigenschappen van elk dezer groepen. 


Rangschikkingsonderzoek 1920. 


Meetkunde (3 + 3 uur). 


1. Van een vierhoek ABCD zijn gegeven: 
de diagonaal BD =15 cM 
de zijde AD =13 cM 
de zijde AB =14 cM 
de zijde BC =20 cM 

en de hoek DBC == 90°. 

Bereken de lengte van de diagonaal AC. 

2. Een bol raakt alle ribben van een regelmatig acht- 
vlak. Hoe groot is de inhoud van het deel van den bol, 
dat binnen het achtvlak ligt? De ribbe van het achtvlak 
is a CM. 


Stelkunde met Gonio- en Trigonometrie (Ì +} uur). 


1. Bepaal de waarden van «, kleiner dan 360°, die vol- 
doen aan de vergelijking: 


cosZajog 100 —= log 0,1 — log (10cos 2«)°. 


Toelichting : De schrijf wijze “log b beteekent: de log van 5, 
als het grondtal a is. 
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2, Van de oneindig voortloopende reeks: 
1;—sin?a; Cos 2a ; — sin?a Cos 2a ; coS?2a ; — sin?a COS?2ax ;…. 


TEEN enz. .... is de som —=0,11015. 
Bereken hieruit de grootte van « ({90°.) 
1. Bereken: 
Dies I= 8E zot 
1134 : 52 Dr ge 


2. Herleid 136° 12/24” tot radialen (5 decimalen). 

N.B. 180° =z radialen, z —= 3,14159. 

3. Volgens de 3e wet van Kepler verhouden de kwa- 
draten van de omloopstijden der planeten zich als de 
3e machten der gemiddelde afstanden tot de zon. 

Indien nu de gemiddelde afstanden van Venus en Mars 
tot de zon resp. 0,723 en 1,524 maal de gemiddelde afstand 
van de aarde tot de zon zijn, vraagt men de gemiddelde 
omloopstijden van Venus en Mars te berekenen in jaren 
(3 decimalen). 


Nader rangschikkingsonderzoek 1920. 


Meetkunde ( + 3} uur). 


1. E is het midden van de ribbe AB, F is het midden 
van de ribbe AC en G is het midden van de ribbe AD 
van een viervlak ABCD. 

Bepaal de verhouding van de inhouden der deelen, waar- 
in het vlak DEF het viervlak GABC verdeelt. 

2. In een cirkel, waarvan de straal 1 dM is, heeft men 
een regelmatigen vijfhoek geconstrueerd. Op een lijn AB, 
gelijk aan de zijde van dien vijfhoek, construeert men een 
gelijkzijdigen driehoek en om dezen driehoek een cirkel. 
Deze cirkel wordt door AB in twee segmenten verdeeld. 
Benader in mM? nauwkeurig het oppervlak van het kleinste 
der twee segmenten, 


Stelkunde met Gonio- en Trigonometrie (3 + $ uur.) 


1. Van de vergelijking: 
Teota-—5tg@=831 
is gegeven, dat cotga een geheele positieve en tg @ een 
geheele negatieve waarde heeft. Bepaal de waarden van 
«a en £, die aan de vergelijking voldoen. 
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2. 2x (3sinaH2leosa)? +3 X (BsinaH2t cosa) — 50. 
Áls de wortels van bovenstaande vergelijking worden 
voorgesteld door x,‚ en #,, bereken dan de waarde van 
de breuk LZ 
LL, — Lz 
rekenen. Bereken vervolgens de waarden van « kleiner 
dan 360%, die aan de vergelijking voldoen (waartoe de 
wortels wèl berekend mogen worden.) 


zonder eerst de wortels zelf te be- 


Rekenen (} +} ++ uur.) 

1. Bereken: 
33 DAD 

zi 

0.04 x 2 x 0.013 X 9 

if 
2. Herleid 2,69432 radialen tot graden, minuten en sec. 
N.B. 180° == radialen, z = 3.14159. 
3. LOS #-0puit: 

36738 #° + 1079 — 21385 = 0. 


ee: 


Examen Lager Onderwijs 1920. 
Stelkunde (L. 0.) (3 uren). 


1. Bepaal de rest der deeling van een veelterm V, ge- 
heel in x, door (& — 1) (& —2) (& — 3), als men weet, dat 
de rest bij deeling van V door (« — I)is — 1, die bij deeling 
van V door (& —?) is — 12, en die bij deeling van V door 
(@ —3) is 31. 

2. A, B en C drijven samen handel. A legt in f 2000 
meer dan B; A en C leggen samen in f 11000. De totale 
winst bedraagt f 4500. Als B voor inleg en winst f 5200 
ontvangt, hoeveel hebben dan A,‚B en C ieder ingelegd ? 

3. Voor welke waarden van p, t r ens heeft in de breuk 


end nt 
IT rra ds 
y de grootste waarde 7 voor #=l en de kleinste waarde 
—l voor #=38? 
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Planimetrie (3 uren) 


1. Op het been AC van den hoek BAC ligt een vast punt 
T. Op datzelfde been AC kiest men een willekeurig punt 
Q, gelegen tusschen A en T. Daarna neemt men op het 
been AB een punt P, zoodanig, dat AP=TQ. Bepaal de 
meetkundige plaats van het midden van PQ, als P zich 
langs AB beweegt. 

2, In den regelmatigen twaalfhoek ABCDEFGHIKLM 
trekt men de diagonalen AF, Bl en MD. Bewijs, dat ze 
door één punt gaan. 

3. Uit het hoekpunt C van A ABC laat men de hoogte- 
lijn CF op AB neer; en uit A en B trekt men de loodlijnen 
AD en BE op die middellijn van den omgeschreven cirkel 
van A ABC, welke door C gaat. Toon aan, dat A DEF 
oo A ABC, en dat ’t midden van AB het middelpunt is van 
den omgeschreven cirkel van A DEF. = 


Stereometrie (5 uren). 


1. Construeer een viervlak, als gegeven zijn vier ribben, 
waarvan er drie in één hoekpunt samenkomen; de ver- 
houding der twee andere ribben en de loodlijn, uit het snij- 
punt dezer laatste ribben op het overstaande zijvlak neer- 
gelaten. 

2. Gegeven de kubus ABCDA,B,C,D,. ABCD is het 
grondvlak. AA,, BB,, CC, en DD, zijn de opstaande ribben. 
Teeken het viervlak, dat A en de middens der in C samen- 
komende zijvlakken tot hoekpunten heeft. Breng daarna 
een vlak door het middelpunt van den kubus loodrecht op 
AC. Construeer de doorsnede van dit vlak met het 
viervlak. 

3. Bij een afgeknotte pyramide, waarvan de verlengden 
der opstaande ribben elkaar in T snijden, brengt men 
2 vlakken aan, evenwijdig aan grond- en bovenvlak. De 
loodlijn TA op het grondvlak snijdt deze beide vlakken, 
alsmede het bovenvlak respectievelijk in de punten B, C 
en D. Als deze beide vlakken de afgeknotte pyramide in 
drie gelijke deelen verdeelen, bewijs dan, dat: 

TAS + TD? =TB* + TC5. 
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Gonio- en Trigonometrie (5 uren.) 

1. Los zen y op uit: 
vt-y=2Zaen cosa + cosy Jcosa=sinz +siny + sin a. 

2. Van vierhoek ABCD is gegeven: zijde AB =2 CM, 
zijde AD =6 eM,‚, / A =120°, /C=30°. De diagonaal AC 
wordt door de diagonaal DB in twee stukken AE en EC 
verdeeld, welke zich verhouden als 3: 5. Bereken de hoeken 
B en D. 

3. In en om een bol met straal R zijn twee gelijkvormige 
rechte cirkelvormige kegels beschreven. Het ronde opper- 
vlak van het grootste der beide bolsegmenten, waarin de 
bol verdeeld wordt door het grondvlak van den kleinsten 
kegel, is middelevenredig tusschen de ronde oppervlakken 
van beide kegels. Bereken den tophoek van beide kegels. 


Examen M. O. KI, 1920. 


Meetkunde (3 uren.) 


1. De rechte a wordt in O aangeraakt door een cirkel 
met middelpunt M. Construeer een cirkel C, die de rechten 
a en OM, benevens den cirkel M aanraakt. Bepaal de 
meetkundige plaats van het raakpunt dier cirkels als het 
punt M de loodlijn op a doorloopt. 

2. Gegeven is de vierhoek ABCD. Bepaal de meetkun- 
dige plaats van den top T der prramide TABCD, welke 
volgens een vierkant kan worden gesneden. 

3. Bewijs, dat de diagonalen der zijvlakken van een 
regelmatig twaalfvlak de ribben zijn van vijf kubussen. 


Driehoeksmeting (22 uur). 


1. Los # en y op uit: 
cos” + cosy =1 
en 
tgv + tgy=2(sine + sin y). 

2, Van een trapezium zijn gegeven de evenwijdige zijden 
a en b (a>b), de hoek « waaronder de opstaande zijden 
elkaar snijden, en de hoek 2 waaronder de diagonalen 
elkaar snijden. 

De hoogte van het trapezium te berekenen. 
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3. Om een bol-2n-hoek waarvan de zijden af wisselend 
=—a en =b zijn, kan een cirkel beschreven worden. 

Bereken de grootte der hoeken en den sphaerischen 
straal van den omgeschreven cirkel. 


Stelkunde (3 uren.) 
1. Bewijs, dat de vergelijking 
(oF DEL rtl 10 
de twee complexe derdemachtswortels uit de eenheid tot 


dubbele wortels heeft. 
2. Het getal p is als repeteerende kettingbreuk als 


volgt gegeven p=|4, 1, 31. 
Men vraagt 


in een kettingbreuk te ontwikkelen. 
3. Gevraagd de som der reeks 


cos(bgcosa) cos(3bg cosa) ‚ cos (5bg cosa) 
1! B 3! se 5! TE 
cos (1bg cosa) 
7 5 EF 


Analytische Meetkunde (23 uur.) 


1. Op de topraaklijn van een parabool liggen de punten 
A en B. De raaklijnen, die men nog uit A en B kan trekken, 
snijden elkaar in S. Bepaal de meetkundige plaats van S 
als A en B zich zoo verplaatsen, dat hun afstand steeds 
gelijk is aan c. 

2. Men beschouwt de cirkels, die hun middelpunt hebben 
op de brandpuntsas van een hyperbool en haar in twee 
punten aanraken. Bepaal de meetkundige plaats der polen 
van een der asymptoten ten opzichte van die cirkels. 

3. Men beschouwt alle kegelsneden door de hoekpunten 
van een vierkant OPQR. De rechte, welke zulk een kegelsne- 
de in O loodrecht snijdt, ontmoet haar nog in een punt S. 
Bewijs, dat de meetkundige plaats van S een kromme van 
den derden graad is, die in O een geïsoleerd dubbelpunt heeft, 
en bepaal de asymptoot dier kromme, 
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Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. In het horizontale vlak ligt een regelmatige vijf hoek 
ABCDE, beschreven in een cirkel, welks straal 6 cM en 
welks middelpunt M is. M ligt 7,5 eM vóór de as van 
projectie, en het hoekpunt A is dat punt van den cirkel, 
dat zoo dicht mogelijk bij de as van projectie ligt. Door 
het rechts van A gelegen hoekpunt C trekt men CX even- 
wijdig aan de diagonaal BD; X is het snijpunt met de as 
van projectie. CX is de horizontale doorgang van een 
vlak, welks verticale doorgang XF metde as van projectie 
een hoek van 75° maakt, (opening naar links). ABCDE is 
het grondvlak van een piramide, welks top T is en waar- 
van alle ribben even lang zijn. Men geeft aan deze piramide 
een draaiing om CX als as; door deze draaiing komt CT 
in het vlak CXF te liggen. 

Construeer de projectiën der pyramide in den nieuwen 
stand. 

2. Van een vlak maakt de horizontale doorgang AX 
een hoek van 60°, de verticale AY een hoek van 45° met 
de as van projectie; (openingen van beide hoeken naar 
links). Binnen den hoek van 60° wordt in het horizontale 
vlak een cirkel geconstrueerd (straal 3 cM.), welks middel- 
punt M zoowel van AX als van de as van projectie 4 cM 
verwijderd is. Cirkel (M) is de horizontale projectie van 
een in het vlak XAY gelegen ellips en deze is weder richt- 
kromme van een cilindervlak. De richting der beschrijvende 
lijnen van dit cilindervlak, wordt gegeven door een loodlijn 
op AY getrokken, welke de twee samenvallende projectiën 
van een rechte lijn l in de ruimte voorstellen. Nog zijn 
gegeven de projectiën van een punt P, gelegen in een vlak 
loodrecht op de as van projectie, op 2 cM ter linkerzijde 
van M aangebracht. P ligt 7 eM vóór het verticale en ook 
1 cM boven het horizontale vlak. 

Construeer de raakvlakken door P aan het cilinder vlak. 


Examen M.O. Kv, 1920. 
Differentiaalrekening (8 uren.) 


1. De functie f (w) en haar afgeleiden tot en met f @nFD)(r) 
zijn in het interval {0, xl eindig en continu. 
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Bewijs de formule: 


(D= + HGe) + 7 05e) + Get. 


gnl gent 
Os P2RE IS EAR ECN, 2n +1 
Tren I)! Á 6 2) + gn (2n +1)! hara 
waarin 0 {61 
2. Een grootheid z is gegeven als functie van w en v 
en wordt vervolgens uitgedrukt als functie van «en y met 
behulp van de betrekkingen: 
v=plar + eu) =V (ax — by). 
Men vraagt te bewijzen : 


ld 1de 1de 

adr bòy  _còu 
3. Van een functie f(w,y) van twee veranderlijken is 
gegeven, dat B en SL in « en y homogene functies zijn 


van den et n, waarbij » niet gelijk is aan — 1. 

Gevraagd wordt te bewijzen, dat afgezien van eene bij 
te tellen constante de functie f(«, y) zelve homogeen is van 
den graad n +1. Wat wordt de uitkomst als n wel gelijk 
is aan —1? 


Analytische Meetkunde (3 uren). 


1. Bewijs, dat de doorsnede van twee omwentelings- 
kegels met evenwijdige assen tevens doorsnede is van een 
bol en een parabolischen cilinder. 

2. Door de kromme #=u%, y=u?, z=u4 gaan oo? 
gquadratische oppervlakken. Bewijs, dat de poolvlakken van 
een punt P ten opzichte van die oppervlakken elkaar 
snijden in een punt Q, en bepaal de meetkundige plaats 
van Q, voor het geval, dat P een rechte doorloopt 

3. Bepaal de meetkundige plaats der rechten door een 
gegeven punt, die loodrecht zijn op hun poolrechte ten 
opzichte van een gegeven ellipsoide. 


Beschrijvende Meetkunde (83 uren). 


1. Rechthoekige projectie. Van een scheeven cilinder is 
de basis een in het horizontale vlak gelegen cirkel (middel- 
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punt M, straal 4,5 cM). M is 18 cM voor de as van projectie 
gelegen. De cilinder wordt door zonlicht bestraald. Door 
M trekt men een rechte lijn, die de as van projectie onder 
60° snijdt in een punt P, dat links van M ligt. A, is een 
harer snijpunten met den cirkel en wel het verst van de 
as van projectie verwijderde. De horizontale projectie der 
door A gaande beschrijvende lijn / van den cilinder snijdt 
de as van projectie onder een hoek van 60° in een punt 
Q, dat rechts van A, gelegen is; haar vertikale projectie 
is evenwijdig aan de horizontale projectie. / behoort tot 
de lichtgrens op den cilinder. In het horizontale vlak is 
verder gegeven het punt C,, gelegen 9 cM vóór de as van 
projectie in een vlak loodrecht op die as, 18 cM rechts 
van M gelegen. C, is de slagschaduw op het horizontale 
vlak van een punt E van het bovenvlak. De horizontale 
projectie van den lichtstraal door E snijdt de as van pro- 
jectie onder een hoek van 30° in een punt, dat links van 
Grt: 

Construeer de projectiën van den cilinder met eigen 
schaduw en slagschaduw op het horizontale vlak. Schaduwen 
met een lichten tint aangeven. 


2. Amonometrische projectie. De tafereeldriehoek is bekend 
door de waarden XY =24 cM, / XZY =45°,  ZXY = 60°. 
In het vlak XOY ligt een cirkel, middelpunt O, ware 
grootte van den straal 6 cM; deze cirkel is het grondvlak 
van een omwentelingskegel, top Z. Van een hiperbolische 
paraboloide zijn OZ en XY twee der beschrijvende lijnen; 
een derde gaat door het vóór OZ gelegen snijpunt A van 
cirkel (O) met OY en treft het vlak XOZ in het punt B, 
welks ware hoogte boven de as OX 6 cM is. 

Bepaal het tweede op AB gelegen snijpunt P van kegel 
en paraboloide (A is het eerste) en construeer in P de 
raaklijn aan de doorsnijding van beiden. 
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